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1. ALTERNATIVA D
O comprimento da mesa é 8 X 22 = 176 centimetros; logo, o palmo de Carolina mede 176 = 11 = 16 centimetros.

2. ALTERNATIVA C
Como ao multiplicar qualquer nimero por 0 o resultado é 0, ndo contribuindo assim para maximizar o resultado da
expressao, devemos colocar sinais de adi¢do dos dois lados do 0:

2[]a[+]o[+]8[Jeo[]1

Entre multiplicar por 1 e somar 1, o maior resultado é obtido no segundo caso, logo devemos também colocar um sinal

de adicdo antes do 1:
2[Js[x]o[+]s[Jo[+]1

Finalmente, 2 X 3 é maior que 2 4+ 3 e 8 X 9 é maior que 8 + 9, de modo que a expressao que fornece o maior valor é
2[x ]3|+ |o[+]8|x]9]+]|1

cujovalor2x34+0+8x9+1=79.

3. ALTERNATIVA A

Basta verificar que apds oito giros sucessivos o quadrado menor retorna a sua posic¢ao inicial. Como 2012 = 8 X 251 4+ 4
, ap0ds 0 20122 giro o quadrado cinza terd dado 251 voltas completas no quadrado maior e mais quatro giros, parando na
posicdo que corresponde a alternativa A.

4, ALTERNATIVA D
Podemos organizar as informag¢des numa tabela:

més dia do més dia da semana
Andrea agosto 16 segunda
Daniela agosto 16 terca
Fernanda setembro 17 terca
Patricia agosto 17 segunda
Tatiane setembro 17 segunda

Se Andrea estivesse certa, entdo Fernanda ndo acertaria nenhuma das informacgdes. Logo, ndo é ela que esta certa, nem
Fernanda (pelo mesmo motivo). Se Daniela estivesse certa, entdo Tatiane também nada acertaria. Logo Daniele e Tatiane
nao estdo certas. Se Patricia acertar tudo, as demais também acertardo alguma informagao e, portanto, Patricia é a Unica
gue esta certa.
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5. ALTERNATIVA D

A figura mostra que os discos A e B giram no mesmo sentido, os discos B e C em sentidos
opostos e os discos C e D no mesmo sentido. Assim, D gira no sentido antihorario. Lembramos
que o perimetro p de um circulo de raio r é dado por p = 2nr.

Como o raio do disco A é quatro vezes o de D, segue que o perimetro de A também é quatro
vezes o perimetro de D. Logo D da quatro voltas para cada volta de A.

Usamos no argumento acima o fato intuitivo de que os raios dos discos B e C sdo irrelevantes
para a resolucdo desta questdo; é interessante mostrar isto rigorosamente. No caso geral,
podemos supor que os raios de A, B, Ce D sdo a, b, c e d, respectivamente.

Se ng, nyp, N € ng sdo os numeros de voltas dados pelos discos A, B, C e D, respectivamente, entdo n, - 2ma = ny, -
2nb =n. - 2nc =ny - 2nd.

Ng a
Ng - 2ma =ng - 2nd & — = —
na

~ 8
Senazlentaondzzzél.

6. ALTERNATIVA A
A somade todas asfacesdeumcuboél1+2+3+44+54+ 6 =21. Asomadas faces
visiveis é entdoiguala 6 X 21 = 126 — (a soma das faces escondidas). Logo, para 1
gue a soma das faces visiveis seja maxima, devemos posicionar os cubos de modo que
a soma dos numeros das faces escondidas seja minima. Vamos minimizar essa soma
considerando um cubo de cada vez, de acordo com a numeracao da figura ao lado. 4156
e Cubo 1: hd apenas uma face escondida, que deve ser a de numero 1.
e Cubos 2 e 4: em cada um hé trés faces escondidas. Dessas faces, duas sdo
opostas e somam 7; a terceira face deve ser a de nimero 1. A soma dessas faces é 2 X (1 + 7) = 16.
e Cubos3 e 6: em cada um ha duas faces vizinhas escondidas, que devem ser as de nimero 1 e 2 (como esses
nuimeros ndo somam 7, as faces correspondentes ndo sdo opostas, logo sdo adjacentes). Essas faces somam .
e Cubo 5: ha dois pares de faces opostas escondidas, que somam 14.
Logo, a soma maxima possivel € 126 — (1 + 16 + 6 + 14) = 126 — 37 = 89.

7. ALTERNATIVA D

Cada figura é formada por 3 cépias da figura anterior, posicionadas de modo a colocar em contato apenas dois pares de
quadradinhos das cdpias das figuras. Em consequéncia, o comprimento do contorno da nova figura é igual a 3 vezes o
comprimento do contorno da anterior, menos 4 cm (correspondentes aos lados em contato). A tabela abaixo da o
comprimento do contorno das sucessivas figuras.

Figura Contorno (cm)
4

3x4-4=8
3x8-4=20
3x20-4=56
3x56—4=164
3x164—4 =488

Do W=

Portanto, o contorno da Figura 6 mede 488 cm.
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8. ALTERNATIVA A

Escrevendo 24 como produto de inteiros positivos de todas as maneiras possiveis, podemos investigar todas as
possibilidades paraaebema+xb =(a+1) X (b—1) = 24 etesta-lasemb*a = (b+ 1) X (a — 1) = 30 para achar
os possiveis valores de a e b. Vamos la:

24= | a | b | (b+N)x(a-1)
1x24 | 0 | 25 ”arfofs"ffg‘a'
2x12 1 13 0
3<8 [2] 9 10
4x6 [ 3| 7 16
6x4 | 5| 5 25
8<3 [ 7] 4 30
12x2 | 11| 3 33
24x1 | 23] 2 46

Logoa = 7eb = 4,dondea+ b =11.

De modo mais algébrico, podemos resolver este problema como segue. Temosa*b =(a+1)(b—1)=ab—a+b —
1=24eb*xa=(b+1)(a—1)=ab+a—b—1=30. Somando estas duas expressdes, obtemos 2ab —2 = 54 e
segue que ab = 28. De modo analogo ao anterior, geramos as possibilidades (1,28), (2,14), (4,7), (7,4), (14,2) e (28,1)
para (a, b) e verificamos que apenasa = 7 e b = 4 satisfazema * b = 24 e b * a = 30.

Alternativamente, notamos que subtraindoaab —a+ b —1=24deab+a—b —1 =30 obtemos 2a —2b = 6, ou
seja,a —b = 3. Logo a = b + 3 e substituindo em ab = 28 temos b? — 3b — 28 = 0. Esta equacdo tem raizes b = 4 e
b = —7, como s nos interessa a raiz positiva, temos b = 4 eentdoa = 7.

9. ALTERNATIVA E

A expressdo dada pode ser escrita como Vn - 172 = 3 - 172, sendo n o niimero de parcelas 172 que aparecem dentro do
radical. Elevando os dois lados dessa expressdo ao quadrado, temosn - 172 =9 - 174, donden = 9 - 172 = 2601.

10. ALTERNATIVA E

Sejam R e r os raios dos semicirculos maior e menor, respectivamente; o lado do quadrado tem
entdo medida 2R = 36, ou seja, R = 18. Como os centros dos semicirculos e o ponto de tangéncia
estdo alinhados, o triangulo destacado na figura é um tridngulo retangulo de catetosRe2R —re
hipotenusa R + 7. O teorema de Pitdgoras nos da (R +1)%2 = R?+ >§_ (2R —1)2.
Simplificando, obtemos 6Rr = 4R? e segue que 1 = %R = % x18= |/ \ 12 cm.

11. ALTERNATIVA A
Notamos primeiro que a soma dos nimeros de 1 a 25 é w = 325; a soma dos niumeros em uma linha, coluna ou

. . 325 . . . . .
diagonal [e entdo < = 65. As casas brancas do tabuleiro consistem de uma linha, de uma coluna e das duas diagonais,

todas se cruzando na casa central. Denotando por x o nimero da casa central e lembrando que a soma dos niumeros das
casas cinzentas é 104, temos 4 - 65 — 3x = 325 — 104 e segue que x = 13.
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12. ALTERNATIVA D
Comon! =215.36.53.72.11.13,tem-se n = 13. Por outro lado

13! =13-(2%-3)-11-(2-5)-32-2%3.7-(2-3)-5-2%2-3-2=13-11-7-5%2-35.219  E, portanto —=

13!

15.96.c3.72.11.
235 T8 _25.3.5.7=14-15-16.

13-11-7-52-35.2

Logo,n! =13!-14-15-16 = 16!, ou seja,n = 16.

13. ALTERNATIVA C

Coloquemos a origem de coordenadas no ponto 0. O teorema de Pitdgoras mostra que a

- 'y

distdncia de um ponto (x,y) a origem de coordenadas é \/x2 + y?; logo, para que (x,y) ' _ )
esteja na regido delimitada pelas circunferéncias de raios 4 e 5, devemos ter 16 = 42 < ._

x? +y? < 52 = 25. Observamos também que se (x,y) estd nesta regido, o mesmo se :
pode dizer todos os pontos da forma (+x, +y) e (+y, 1x). Assim, podemos restringir nossa : - ‘
analise a pontos (x,y) com x,y=0,ex<y.

Como 16 < x2 + y2 < 25, devemos ter 0 < x,y < 5, e estamos interessados apenas em valores inteiros de x e y.
Procedemos agora por listagem direta, e obtemos a tabela a seguir.

pontos (x.y) com x,y =0, x<y e | pontos daforma nmero de pontos
16<x’+y* <25 (xx,ty) e (ty.1x)

(0.4) (0,24), (24.0) 4
(0.5) (0,25), (£5.0) 4
(1.4) (£124), (#4.x1) 8
(2.4) (+2+4), (+4,+2) 8
(3.3) (£3,£3) 4
(3.4) (+3,+4) , (+4,£3) 8

Total 36

14. ALTERNATIVA A
Cada uma das trés pessoas, em principio, pode beber dgua ou suco, logo hd 2 X 2 X 2 = 8 possibilidades para considerar,

conforme a tabela.

Ari Bruna | Carlos
agua | gua | agua
suco | dgua | agua
agua | suco agua
suco | suco agua
agua | dgua | suco
suco | dgua | suco
agua | suco suco
SUCO | suco | suco

OB (M| =

Devemos agora analisar as condigdes do problema para decidir qual das possibilidades é a correta. A primeira condicdo
(se Ari pede a mesma bebida que Carlos, entdo Bruna pede dgua) elimina as possibilidades 3 e 8. A segunda condicdo (se
Ari pede uma bebida diferente da de Bruna, entdo Carlos pede suco) elimina a possibilidade 2. A terceira condicdo (se
Bruna pede uma bebida diferente da de Carlos, entdo Ari pede dgua) elimina as possibilidades 4 e 6. Até o momento,
restam as possibilidades 1, 5e 7.

Ari Bruna | Carlos
1| agua | agua | Agua
5 | dgua | 4gua | suco
7 | dgua | suco suco

e como apenas um deles pede sempre a mesma bebida, chegamos a Ari, que sempre pede agua.
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15. ALTERNATIVA D
Vamos representar o nimero de salas e o niumero de alunos da Escola Municipal de Pirajuba, no ano de 2011,
respectivamente, por s e por a (observe que o valor de a é o mesmo para os anos de 2011, 2012 e 2013). Como o numero

de alunos por sala nos anos de 2011 e 2012 é o mesmo, temos 2 = % — 6 ou, equivalentemente, 652 + 30s = 5a.

s+5
Analogamente, como nimero de alunos por sala nos anos de 2012 e 2013 também é o mesmo, temos ﬁ = i —5,0u
seja, s2 + 155 + 50 = a. Logo 6s% + 30s = 5(s2 + 15s + 50) e concluimos que o nimero s de salas satisfaza equagdo
52 —45s — 250 = 0 cujas solu¢des sdo s = 50 e s = —5. Como s > 0, temos s = 50. Logo, o nimero total de alunos da

escolaéa = 50% + 15 x 50 4+ 50 = 3300.

~ . T a . ~
Outra solugdo envolve considerar a médiam = S de alunos por sala em 2011: observamos que a = ms. Da informacdo

do enunciado sobre 2012 tiramos m — 6 = ﬁ, ou seja, a = (m—6)(s + 5); ainformagdo sobre 2013

ém—11= ﬁ, ou seja, a = (m—11)(s + 10). Temos entdo as equagbes ms = (m — 6)(s +
5)ems = (m— 11)(s + 10), que nos ddo o sistema linear
{ 5m — 65 =30
10m —11s = 110
cuja solugdoé s = 50 em = 63. O numero de alunos é entdo a = ms = 63 x 50 = 3300.

16. ALTERNATIVA B
Denotaremos por AF a drea de uma figura F e por ~ a relagdo de
semelhanca de tridngulos. Sejam b a medida da base do paralelogramo e h
sua altura. Entdo:

AABC =24 cm? = b - h = 24 cm?

hy b/2 hy 1

AGCF~AGDA > —=—>=—=
h, b h, 2
= h, =2hy =>3h; =h=>h; =

w| =

N | S
w |3

b-h _ 24
=—===2cm?

Portanto, AGFC =
2 12 12
Da mesma forma, também podemos concluir que AAHE = 2 cm?.
Vamos calcular agora a area ABEF, lembrando que triangulos semelhantes possuem areas relacionadas com o quadrado
da constante de proporcionalidade:

AEBF <b/2)2 _ (1>2 1 _AABC 12

~ _— | — = — = —_— = 2
AEBF AABCﬁAABC 5 > 4=>AEBF 7 7 3cm”.

Agora vamos calcular a drea do quadrilatero EFGH por diferenga:
AEFGH = AABC — AGFC — AAEH — AEBF =12—-2—-2—-3=5cm?.

Outra solugdo: ADFC = ;- AABCD = 6, ADEA = - AABCD = 6, ABFE = % - AABCD =3 .
Dai, ADEF =24 —6—6—3 =9 .Temos que ADEF~ADHG e arazdo entre suas alturas é
3BD/4 3

BD/2 2
Portanto, ADHG = % ADEF = 4. A 4rea procurada é a diferenca 9 — 4 = 5 cm?.
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17. ALTERNATIVA D
Antes de chegar ao centro, a aranha tem as seguintes escolhas em cada vértice de um pentagono:
e irdireto para o préximo nivel, sem passar pelas arestas do pentdgono em que se encontra;
e caminhar no sentido horario pelas arestas do pentagono em que se encontra por no maximo 5 segmentos,
passando entdo para o préximo nivel, e
e caminhar no sentido anti-horario pelas arestas do pentdagono em que se encontra por no maximo 5 segmentos,
passando entdo para o préximo nivel.
Assim, em cada pentagono a aranha tem 11 escolhas para passar para o préximo nivel; como sdo trés os pentagonos, a
aranha tem um total de 11 X 11 x 11 = 113 caminhos possiveis para chegar ao centro da teia

18. ALTERNATIVA C
Como o didametro do circulo é 2, seu raio é 1. Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo o
OMA, obtemos AM? =12 — (1 — x)? = 2x — x2. Esta é a 4rea de um quadrado de lado A
Area = h

AM = %z a area do quadrado de lado AB é entdo y = 4(2x — x2) = 8x — 4x2. Notamos que
como x variaem OR, temos 0 < x < 1;parax =0temosy =0eparax =1temosy=4.0
grafico de y = 8x — 4x? é uma parabola com concavidade para baixo, pois o coeficiente de x?
é negativo; este grafico estd representado na alternativa C.

(&)

19. ALTERNATIVA D
Numeramos as quatro bolinhas de 1 a 4, do menor para o maior valor. Hd 4 X 3 X 2 X 1 = 24 ordens possiveis para a
retirada das bolinhas, todas igualmente provaveis. Dessas retiradas, Pedro fica com o prémio de maior valor nos seguintes
casos:

1. abolinha 4 sai na 32 retirada; neste caso, seu nimero é necessariamente maior que os das duas primeiras;

2. abolinha 4 sai na 42 retirada, desde que a bolinha 3 saia em uma das duas primeiras retiradas (caso contrario, ou

seja, se ela sair na 32 retirada, Pedro ficara com ela, por seu nimero ser maior que o das duas primeiras).

O numero de possibilidades para o primeiro caso é 3 X 2 X 1 = 6. Para o segundo caso, hd 2 possibilidades para a posicao
em que sai a bolinha 3 (12 ou 22), 2 possibilidades para a bolinha que sai na 32 posicdo e 1 possibilidade para a bolinha

gue sai na 42 retirada, num total de 2 X 2 X 1 = 4 possibilidades. Logo, o nimero de casos favordveisé 6 +4 =10 e a

5

- . - . , 10
probabilidade de que Pedro tire o prémio de maior valor é 21

Outra solugdo é como segue. Pedro tira o prémio maximo em duas situagcées: quando a bolinha 4 sai na 32 posicdo ou

. . . . L - L , 1
qguando ela sai na 42 posicdo e a bolinha 3 sai em uma das duas primeiras. A probabilidade do primeiro evento é Jea do

L1021 . . - .. ,1,1_ 5
segundo é 253 % Logo, a probabilidade de ele tirar o prémio maximo é ot =1

20. ALTERNATIVA E

Observamos inicialmente que em qualquer quadradinho, quando o nimero de trocas de cor € um multiplo de 3, voltamos
a cor original. Assim, para saber, em qualquer momento, qual a cor de um quadradinho, basta conhecer o resto na divisdo
por 3 do numero de trocas de cor. Para isso, identificamos cada quadradinho cinza com o nimero 0 (o que significa que
0 numero de trocas de cor tem resto 0 na divisdo por 3, ou seja, a cor pode ndo ter sido trocada ou foi trocada em um
numero multiplo de 3); identificamos um quadradinho azul com o nimero 1 (o que significa que o nimero de trocas de
cor tem resto 1 na divisdo por 3); e, finalmente, identificamos um quadradinho amarelo com o nimero 2 (o nimero de
trocas de cor tem resto 2 na divisdo por 3).

Observamos agora que, sempre que trocamos a cor de um quadradinho da primeira ou da terceira coluna, trocamos
também a cor do quadradinho a seu lado na coluna do meio. Portanto, a soma do nimero de trocas de cor dos
qguadradinhos de uma mesma linha, que estdo na primeira e terceira colunas, é igual ao nimero de trocas de cor do
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quadradinho da coluna do meio que esta nesta mesma linha. Em particular, o resto da divisdo do nimero de trocas de
um quadradinho da coluna do meio por 3 é igual ao resto da divisdo por 3 da soma dos restos das divisdes por 3 do
numero de trocas de cores dos quadradinhos vizinhos que estdo na primeira e na terceira coluna da mesma linha.
Comentdrio analogo vale para os quadradinhos da linha do meio. Essas observagdes nos permitem reconstruir o
quadriculado completo, conforme a figura abaixo.

2 2|2 220
0 - 02|~ 0|2
2 2|1 2

O problema nao acaba aqui, pois ainda ndo mostramos que esse quadriculado pode, de fato, ser obtido por uma sequéncia
de Adao. Que isso de fato acontece pode ser visto abaixo.




