Apresentagao

Caros professores orientadores e alunos do Programa de
Iniciacdo Cientifica — OBMEP 2007

Esta € a 22 edi¢do do numero especial da Revista do
Professor de Matematica — RPM, que foi inicialmente
elaborado para utilizacdo no Estagio da 22 edi¢do da OBMEP,
finalizado em maio/junho de 2008.

Esta 22 edicdo serd utilizada no Programa de Iniciacdo
Cientifica— OBMEP 2007, com inicio em junho de 2008.

A RPM, como seu nome diz, € uma revista dedicada aos
professores de Matemdtica da educacgdo bdsica, a alunos e
professores de cursos de licenciatura em Matemadtica e a todos
aqueles que se interessam pela Matematica do nivel médio. O
tratamento dado aos temas abordados procura ser acessivel e
agradavel, sem sacrificar o rigor. A revista € uma publicacio da
Sociedade Brasileira de Matemdtica — SBM e tem sido editada e
distribuida sem interrup¢des desde 1982.

A revista publica crdnicas, artigos e seg¢des, como
Problemas, O leitor pergunta, Livros, Olhando mais de cima,
etc. Nos artigos, temas interessantes de nivel elementar ou
avancado sdo apresentados de modo acessivel ao professor e ao
aluno do ensino médio ou de cursos de Licenciatura em
Matemética. Uma experiéncia interessante em sala de aula, um
problema que suscita uma questao pouco conhecida, uma histéria
que mereca ser contada ou até uma nova abordagem de um assunto
conhecido podem compor um artigo da revista. Nas secdes, a
revista “conversa” com os leitores, publicando problemas e/ou
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solucdes propostas por eles, cartas, resenhas de livros, erros
encontrados em textos didaticos, etc., sempre visando ao
aperfeicoamento do trabalho do professor na sua sala de aula.

Para este exemplar especial, o Comité Editorial da RPM
escolheu artigos que pretendem ampliar o conhecimento dos alunos
em diferentes topicos, bem como temas que motivem discussoes
ou satisfacam a curiosidade tedrica e histérica de alunos
interessados em Matematica. Por exemplo, as cOnicas sao tratadas
de modo “pritico” no texto Sorrisos, sussurros, antenas e
telescopios; a intuigdo € desafiada em diferentes situacdes no
texto Quando a intuicdo falha; a anélise combinatdria é utilizada
para discutir a funcionalidade da brincadeira Amigo oculto (ou
secreto), etc.

Apresentamos também uma selecdo de 30 problemas,
cuidadosamente escolhidos entre os publicados na se¢do
Problemas, que abrangem a maioria dos tépicos do ensino médio.
As solugdes dos problemas propostos estao no fim da revista.
Para o ensino fundamental, e também para o ensino médio,
selecionamos 30 ...probleminhas, parte integrante da secao
Problemas dos nimeros usuais da revista. Os probleminhas sao
caracterizados por exigir muito pouco conhecimento de conteido
especifico, apenas raciocinio légico-dedutivo e dominio de
operacdes elementares. E a parte lidica, permitindo que
professores e alunos se divirtam, resolvendo problemas
desafiadores, e se sintam realizados ao obter as solucdes. As
respostas dos probleminhas também estdo no final da revista.

Os artigos aqui apresentados ndo estdo com as referéncias
bibliograficas: elas podem ser encontradas nos exemplares
originais da RPM.

Comité Editorial da RPM
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Como escolher namorada
pelo horario dos trens

Jodo amaval Ucia, que amavaJodo. S6 que Jodo, além
de amar L Ucia, também amava L eticia e tentava namorar
as duas a0 mesmo tempo. Durante a semana, até que
dava, mas quando chegava o sadbado a noite eraterrivel.
As duas queriam Jo&o e este ndo possuia 0 dom da
presenca ao mesmo tempo em dois lugares. Assim,
alternadamente, ou LUcia ou Leticiaficava sem sair com
Jo&o, nos embial os de sdbado anoite. Honesto, Jodo decidiu
informar LUcia sobre a existéncia de Leticia e Leticia
sobre Lucia. Com choros e lamdrias de todos os lados,
Jodo continuou dividido, sem saber quem escol her.

Jodo usava como meio de transporte os trens
metropolitanos. Paravisitar LUcia, Jodo pegavatrens que
iam no sentido dadireitae paravisitar L eticiapegavatrens
gue iam para a esquerda. Quanto a horarios ndo havia
duvidas: trens para cadalado de meiaem meiahora. Mas
como escolher entre Lucia e Leticia?

Leticia, que era professora de Matemética, propbs a
Jodo um critério justo, equanime, saloménico paraescolher
entre as duas namoradas. A propostafoi: Jodo iriaparaa
estacdo de trens sem nenhumadecisdo. Ao chegar pegaria
0 primeiro trem que passasse, fosse para a direita, fosse
para a esquerda. Proposta aceita, Jodo comegou a usar
esse critério aparentemente justo e aleatério. Depois de
usar o critério por cerca de trés meses, descobriu que
visitara Leticia muito mais que LUcia, e, se a sorte quis
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assim, ficou com Leticia e com ela se casou sem nunca haver entendido
por que asorte aprivilegiaratanto. S6 nas bodas de prata do seu casamento
€ que Leticia contou a Jodo a razéo de o trem a ter escolhido muito mais
vezes que a concorrente. L eticia estudara os horarios dostrens e verificara
gue os horarios eram:

Trens paraaesquerda (Leticia): 8h00; 8h30; 9h00; 9h30; ...
Trens paraadireita (LUcia): 8h05; 8h35; 9h05; 9h35; ...

Ou sgja, considerando, por exemplo, ointerval o detempo, 8h00—8h30,
o horério H de chegada na estacdo, que faria Jodo tomar o trem para a
direita, deveria ser tal que 8h00 < H < 8h05. Se 8h05 < H < 8h30, Jo&o
pegaria 0 trem para a esquerda. A situacdo se repete em qualquer outro
intervalo de 30 minutos: 25 minutos séo favoraveis ao trem daesquerda
e 5 minutos ao da direita.

Na guerra como no amor tudo vale..., até usar Matematica.

Baseado no artigo

Como escolher namorada pelos

horérios do trem do suburbio

Manoel Henrigue Campos Botelho, RPM 14



Quando a intuicao falha

Problema 1

Suponhamos que seja possivel colocar uma corda
circundando aTerra, gustando-aao equador. Em seguida,
retiramos essa corda, aumentamos 1 m no seu
comprimento earecolocamosem voltadaTerra, formando
uma circunferéncia concéntrica com o equador. Sabendo
gue o raio da Terra € aproximadamente igual a
6 355 000 m, teriamos substituido uma corda de
aproximadamente 2 x 3,14 x 6 355000 m= 39909400 m
por umade 39909 401 m. Assim, teremos um vao entre
0 equador e acorda, ou melhor, umadiferenca d entre os
raios das duas circunferéncias.

Ent&o, perguntamos; usando-se somente aintui¢éo, qual
€ o vaor aproximado de d? Ou sgja, qua é a largura
aproximada desse vao entre o equador e acorda? Cremos
que o leitor dir& ndo existe vdo algum... E desprezivel
essa diferenca... Como a Terra é tdo grande e sb se
aumentou um metro na corda, é claro gque o vao é muito
pequeno e, por conseguinte, desprezivel... Serd?

Solucédo
Vamos calcular o valor ded:
2rR-2rR. =1 ou
d=R-R =12r = 0,16 m =16cm!
Notamos que d é independente do raio, independente,

portanto, do comprimento dacircunferéncia. Quetal fazer
algumas experiéncias?
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Problema 2

Passemos, agora, ao segundo exemplo: consideremos um circulo com
raioigual aoraio daTerra. Suponhamos ser possivel cobrir todaasuperficie
desse circulo por umaoutrasuperficie, modelavel, gjustadaaele. Retiramos,
em seguida, essa segunda superficie, aumentamos sua &eade 1 m? ea
remodelamos, até se transformar novamente num circulo, com area 1 m?
maior. Em seguida, justapomos os doi s discos de modo aobter doiscirculos
concéntricos. Assim, havera uma diferenca D entre os raios dos dois
circulos. Perguntamos novamente: usando-se apenas a intui¢do, qual € o
valor aproximado de D?

Cremos gue o leitor, dessa vez, alertado pelo problema anterior, teria
maior cautelaparaemitir umjuizo, baseado apenas em suaintuicdo. Deixamos
océculode D parao leitor que deve concluir que, agora, D depende do
raio e que decresce na medida em gue o raio cresce.

Problema 3

Tome uma corda esticada, medindo 400 km, unindo dois pontos, A e
B, um em SP e outro no RJ. Tome outracordacom 1 m amaisdo quea
anterior e fixe suas extremidades nos mesmos pontos A e B. Como ela
fica bamba, cologue uma estaca de modo a manté-la esticada. Considere a
estaca no
a) ponto médio da corda.
b) ponto A correspondente a SP.

Qual aaltura, h, dessaestaca? E maior ou menor que 1 m?

a)
5

A | h B

Sp 200 000 RJ
b) 400

001 —

0 L J

A 400 000 B

SP RJ



Solucéo

a) No tridngulo retangulo de hipotenusa medindo 400 001/2 m e cateto
maior medindo 400 000/2, temos, por Pitagoras:
(200 000,05) — 200 000? = h?, logo,
h? = (200 000,05 — 200 000)( 200 000,05 + 200 000), ou h=447m. Ou
sgja, aestacaé daaturade um prédio de aproximadamente 127 andares!

b) Neste caso, o tridngulo retangul o tem cateto maior medindo 400 000 m,
e asomados comprimentos da hipotenusa e do cateto menor, h, éigual
a400 001 m. Por Pitagoras:

400 000 + h? = (400 001 —h)? ou h = 0,999 m ~ 1m!

Perplexos com os resultados?

Problema 4

Quantos quadrados séo neces-
sarios para“ cobrir” o Brasil, supondo
0 processo indicado nafigura em que
oquadradinhoinicial tem 1 cmdelado
e o0 quadrado externo tem lado igual a
4.500km?

Antesderesolver, fagcaestimativas
do resultado e compare com 0s
palpites de seus colegas.

Solucao
1° quadrado: 1 cm delado =
32 quadrado: 2 cm delado

52 quadrado: 4 cm delado

(2n + 1)° quadrado: 2"cm de lado.

Por tentativas, verifica-se que 2%=536 870912 é aprimeirapoténcia
maior que 450 000 000 (4 500 km = 450 000 000 cm). Portanto, o
(2x 29 +1)° = 59° quadrado j& cobre o Brasil.

Podemos resolver o problema de modo mais formal, usando que os
lados de todos os quadrados:
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1, V2, 2, 242, 4, 42 et

formam uma progressdo geométrica de razéo V2 logo, queremos
determinar o menor inteiro n tal que n—1>x, sendo x tal que

(v2)" =450000000

2(log4,5+38)

ou, x=log ;5450000000 = o2

=57,5 e n=59.

Portanto, o 58° quadrado ndo “cobre” o Brasil, mas 0 59, sim.

Este mesmo problema pode ser resolvido com hexagonos e pentégonos.
Que tal tentar?

Vejamos agora o que diz nossaintui¢éo nalenda:

O jogo de xadrez

Segundo umalendaantiga, o jogo de xadrez foi inventado naindia, para
agradar a um soberano, como passatempo que o gjudasse a esquecer 0S
aborrecimentos que tivera com uma desastrada batalha. Encantado com o
invento, o soberano, rei Shirham, quis recompensar seu stdito Sissa Ben
Dahir, oinventor do xadrez. Shirham disse a Sissaque lhe fizesse um pedido,
queele, rei Shirham, o atenderia prontamente. Sissa disse, simplesmente:

— Bondoso rei, dé-me entdo um gréo de trigo pela primeira casa do
tabuleiro, dois pela segunda casa, quatro (= 2%) pelaterceira, oito (= 29)
pela quarta, e assim por diante, até 2% gréos de trigo pela tltima casa do
tabuleiro, isto é, a 642 casa.

O rei achou esse pedido demasiado modesto e, sem dissimular seu
desgosto, disse a Sissa:

— Meu amigo, tu me pedes téo pouco, apenas um punhado de gréos de
trigo. Eu desgjavacumular-te de muitasriquezas: pal &cios, servos e tesouros
de ouro e prata.

Como Sissa insistisse em seu pedido original, o rei ordenou a seus
auxiliaresecriados que tratassem de satisfazé-1o. O administrador do palacio
real mandou que um dos servos buscasse um balde detrigo efizesselogo a
contagem. Um balde com cercade 5 kg de trigo contém aproximadamente



115 000 grédos (como o leitor pode verificar, fazendo, ele mesmo, a
contagem...); foi o suficiente para chegar a 162 casa do tabuleiro, mas ndo
além, pois
1+2+22+ 28+ +25=2-1=65535",
enguanto, para chegar a 172 casa, seriam necessarios
1+2+22+ 28+ +216=217_-1=131071

gréos de trigo. (Um fato interessante a observar: o nimero de gréos de
trigo a colocar numa casa é igual a todos o0s gréos ja colocados nas casas
precedentes mais 1. De fato, pelo pendltimo célculo vé-se que todos os
gréos colocados até a 162 casa mais 1 € 2%, que é o nimero de graos
correspondentes a 172 casa.)

— Tragalogo um saco inteiro (60 kg, aproximadamente 1 380 000 graos)
— ordenou o administrador aum dos servos —, depois vocé levade volta o
gue sobrar. Ao mesmo tempo providenciou avindade mais umadezena de
contadores de trigo para gjudar na tarefa, que se tornava mais e mais
trabalhosa.

O administrador, os servos e os contadores ja haviam terminado com 10
sacos detrigo (=10 x 60 x 23 000 = 13 800 000 de gréaos) e mal haviam
passado da 232 casa do tabuleiro, visto que

1+2+22+28+ .. +22=2%8_1 =8388607
1+2+22+ 28+ . +28=2%_1=16777215.

A essaaturao rei foi notificado do que estava acontecendo e alertado
de que as reservas do celeiro rea estavam sob séria ameaga. Insistindo,
porém, em atender ao pedido de seu sudito, ordenou que o trabalho
continuasse.

*  Estamos usando o seguinte resultado: dado um niimero g # 1 e n um inteiro positivo

arbitrario, sgja S= 1+q+ ¢+ *+ ~+q", logo gS=q+ ¢+ P +q'+ + g t
Subtraindo aprimeiraigual dade da segunda, obtemos

n+l -1

4 " , que éafdérmuladasomausada, nestetexto, para

gS—S=¢""-1, ou S=
g

g = 2 (férmula da soma dos termos de uma progressdo geométrica).
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Mandou convocar mais servos e mais contadores; ao mesmo tempo,
mandou chamar os melhores calculistas do reino para uma avaliagdo do
problema. Esses vieram e, cientificados do que se passava, debrucaram-se
nos cal culos. Em menos de umahora de trabalho, puderam esclarecer o rei
de que ndo haviatrigo suficiente em seu reino para atender ao pedido de
Sissa. Mais do que isso, em todo 0 mundo conhecido na época ndo havia
trigo suficiente para atender aquele pedido!

No tempo em que isso aconteceu, pensava-se que o mundo fora criado
haviamenos de 5 000 anos. Assim, os calculistas do rei puderam dizer-lhe
gue nem mesmo toda a producdo mundial de trigo, desde a criagdo do
mundo, seria suficiente para atender ao pedido de Sissa.

Vamos ver por qué.
O ndmero de gréos pedidos por Sissa:
1+2+22+ 28+, +28=20_1=18446 744 073 709 551 615,
valor obtido usando umacal culadoracientifica.

Como verificamos no inicio, um balde de 5 kg de trigo contém 115 000
graos, logo 1 tonelada de trigo (200 baldes) contém 23 x 10° gréos. A
producdo mundial detrigo € daordem de 590 milhSes detonel adas (Internet),
ou sgja, 23 x 590 x 10*? gréos. Ora, 2% — 1 dividido por esse nUmero de
gréos resulta aproximadamente 1360, isto &, seriam necessarios 1360 anos
de producédo mundial de trigo no nivel de hoje para atender ao pedido de
Sissa.

Incrivel, ndo é?!

Baseado nos artigos

Logaritmos — um curso alternativo
Renato Fraenkel, RPM 4

Quando a intuicéo falha
Joel FariadeAbreu, RPM 8

De S3o Paulo ao Rio de Janeiro
comuma corda “ ideal”
Gerddo G DuarteJ., RPM 22

NUmeros muito grandes
GerddoAvila,RPM 25



Eleicbes — preferéncia é transitiva?

Antes de qual quer €l ei¢do nacional importante, sempre
sdo feitas pesquisas, que a populacdo acompanha com
interesse, em inUmeros setores da sociedade: empresas,
clubes, escolas, etc. Vou falar aqui de uma pesquisafeita
em uma escola, antes do primeiro turno de uma eleicéo
para presidente da Republica.

A histériacomegou quando ouvi um colega, professor
de Histéria, conversando com os alunos de umaturmada
32 série do ensino médio. Todos eleitores, natural mente.
Perguntava esse meu colega em quem eles votariam no
segundo turno, considerando as hipéteses, que ele iria
apresentar, em relacdo aos trés cadidatos principais, que
chamarei aqui de A, B e C. Esse meu colega perguntou
entdo para a turma em quem eles votarian se A e B
fossem para o segundo turno. E amaioriadaturmavotaria
em A. Em seguidaele perguntou em quem votariam se B
e C fossem para 0 segundo turno. E agora a maioria da
turmavotariaem B. Dando-se por satisfeito, o professor
resolveu comecar aaula, masfoi interpelado por um aluno,
que |he perguntou se ele ndo iria propor a hipétese de A
e C irem para o segundo turno. Esse colega respondeu
gue ndo havia necessidade dessa pergunta porque
naturalmente A ganharia “ de barbada’.

A aula comegou e eu me retirel para pensar no caso
gue agorarelato. Narealidade, por incrivel que pareca, 0
professor estava errado. Ele ndo poderia concluir que a
maioria da turma preferiria A a C. Para mostrar que
esse raciocinio é falso, imaginemos que num grupo de
pessoas a disputaentre A, B e C sgaequilibrada da
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seguinte forma:  1/3 das pessoas desse grupo 1| 2| 3¢
tem preferénciapor A, B e C nessaordem; 131 4| B | C
1/3 daspessoastem preferénciapor B, C e A 13! Bl C | 4
nessaordem, e o restantepor C, A e B nessa 131 C | 4| B

ordem.

Se esse grupo for submetido as perguntas feitas pelo meu caro colega,
veremos que, nadecisdo entre A e B, 2/3 preferirdo A; tendo que optar
entre B e C, 2/3 preferirdo B; mas, surpreendentemente, se a deciséo
forentre A e C, 2/3 preferirdo C!' O auno estava, portanto, certo e a
terceira pergunta deveriater sido feita.

Temos aqui um exemplo de umarelagdo que intuitivamente esperamos
ser transitiva, mas que, narealidade, ndo é. Divagando um pouco, essando-
transitividade da relacéo “preferir” pode ter espantado algum dia um
cozinheiro de restaurante que s sabia fazer trés pratos. um peixe, uma
galinhae umacarne, mas, como nuncatinhatempo defazer ostrés, sempre
oferecia dois deles. E perfeitamente possivel que, quando havia peixe e
galinha, a maioria dos fregueses preferisse peixe. No dia em que havia
galinha e carne, a maioria preferisse galinha e que no dia em que havia
peixe e carne amaioria preferisse carne! 1sso pode ocorrer mesmo que 0s
fregueses sejam sempre os mesmos. E natural.

Para dar um outro exemplo (as mulheres agora me perdoem), diriaque
0 espanto do cozinheiro pode ser comparado ao damocaque recebeu pedido
de casamento de trés pessoas A, B e C. Essamoca, que desejava fazer
0 melhor casamento possivel (na opinido dela, naturalmente), dava
importanciaigual mente atrés coisas que os candidatos deveriam ter: cultura,
beleza e situacéo financeira.

Paramelhor avaliar ospretendentes, ela cultura | beleza |financas
resolveu dar notas a esses quesitos para p 3 > 1
cadaum deles. Nota3 significando “bom”;

L PR B 2 1 3
nota 2 significando “médio” e nota 1 para
“ruim”. Os resultados estdo no quadro: & ! 3 2

Veja entdo que, apesar de haver um empate técnico, se os candidatos
fossem comparados aos pares, elairiapreferir A a B porque A venceem
dois dos trés quesitos; iriapreferir B a C pelamesmarazdo e aindairia
preferir C a A. Incrivel, ndo?

Baseado no artigo Eleicdes
Eduardo Wagner, RPM 16



A divisibilidade e o digito verificador

Introducao

Recentementefui obrigado asolicitar umasegundavia
do meu documento de identidade e, paraminha surpresa,
acrescentaram um digito ao final do meu antigo nimero
de registro geral (RG). Na ocasido, fiquei curioso: quais
as razfes desse digito adicional ? Esclarecimento que sO
recentemente obtive e que compartilho com o leitor neste
artigo.

Sistemas de informacao e a seguranca
na transmissdo de dados

Por mai's cuidadoso que seja o digitador, erros podem
ocorrer e suas conseqiéncias podem ser muito sérias. E
preciso, entdo, criar mecanismos para detectar o maior
numero possivel detaiserros.

Pesquisas recentes sobre a natureza dos erros de
digitagdo revelam um fato curioso. Cercade 79% dos
erros ocorrem com a digitacéo equivocada de um Unico
digito (ou algarismo), como, por exemplo, digitar 1573,
guando o correto seria 1 673.

Esse tipo de erro recebe o nome de erro singular.

Outros 11% dos erros, chamados de erros de
transposicao, referem-se a troca de dois digitos (ou
algarismos), como, por exemplo, escrever
MTAEMATICA, quando o correto seriaMATEMATICA.
Esses s@o chamados de erros de transposi¢éo. Os demais
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10% dos erros estao distribuidos em diversas categorias, nenhuma delas
representando mais de 1% do total.

E bom que fique claro que existem particul aridades em cada sistema de
codigos, ou até mesmo em cadaidioma, que podem mudar significativamente
essadistribuicéo de probabilidades. Apenas paracitar um exemplo, naSuécia
0s numeros de identificagdo de cada cidaddo sdo constituidos por 6
algarismos para a data de nascimento (ano/més/dia), seguidos de 3
algarismos para dar conta de duplicacdes de datas coincidentes. Muitas
pessoas, no entanto, ao digitar, permutam os algarismos do ano com os do
dia, criando um erro muito freqliente, que ndo € singular nem de transposicao
(trata-se aqui de um erro de trocas duplas).

Sabendo-se que nos dias de hoje cada vez mai s usamos 0s computadores
para armazenar e processar as informagoes digitadas, seria possivel criar
um sistema que pudesse identificar com 100% de seguranga um erro de
digitagéo do tipo singular ou detransposi¢ao? Um tal sistemadariacontade
evitar cercade 90% dos erros mais frequentes de digitacao.

A divisibilidade e uma solucdo do problema

O sistemal SBN (International Standard Book Number), criado em 1969
paraaidentificagdo numéricadelivros, CD-Romse publicagdesem braille,
talvez sgja um dos pioneiros na utilizagdo de um digito de verificagdo ao
final de cada codigo, capaz de resolver o problema dos erros singulares e
de transposi¢&o. Por exemplo, o codigo ISBN 97-26-62792-3 refere-se ao
livro O mistério do bilhete de identidade e outras histérias (Editora
Gradiva, Lisboa, 2001). Com exce¢do do ultimo digito da direita, que é o
digito verificador (DV) (ou digito de controle, como é conhecido em
Portugal), os demais 9 digitos sdo responsaveis por identificar o pais de
origem daobra, aeditoraeo livro propriamente dito.

Os equipamentos que recebem a digitagdo de um cadigo ISBN, x, X, X,
X, X, X, X, X, X, € seu digito de verificagdo X, estéo programados para
verificar se o resultado, S da expressdo

10><X1+ 9><x2+ 8><x3+ ...+2><X9+ 1><X10

édivisivel por 11 oundo: o algarismo de verificagdo x,, €escolhido detal
forma que o resultado dessa conta tenha sempre resto zero na divisdo por
11. Veja, no exemplo do livro acima, que



I0x9+9x7+8x2+7x6+6x6+5x2+4x7+3x9+2x2+1x3
éigual a 319, que édivisivel por 11.

Podemos demonstrar um importante resultado com relacéo a esse
sistema:

Resultado

Se ocorrer na leitura de um codigo ISBN um, e apenas um, dos dois
erros (singular ou de transposicao), entdo a soma S ndo sera um
multiplo de 11.

Demonstracao
Caso 1. Quando ocorre um erro singular.

Seja X, ... X ... X ... X,; um codigo ISBN com digito de verificagdo X,
e x. x,* ...X;o O resultado da ocorrénciade um erro singular nai-ésima

posicdo. Chamemosde S e St assomascorretae errada, respectivamente.
Temos, evidentemente, que Sédivisivel por 11 e

S*—S=(11-i)(x; —x,)#0.
Seadmitirmos por hipéteseque S¢ sejamultiplode 11, entdo, como 11

€ primo, concluimos que 11 divide 11— i ou divide x: —Xx;, oqueéum

i
absurdo, pois 11—i e x; —x; Sd ndmerosinteiros ndo nulos entre —10
e10. Logo, S* ndo é multiplo de 11, o que acusa 0 erro cometido.

Caso 2: Quando ocorre um erro de transposi &o.

Seja X, ... X ... X ... X,, um c6digo ISBN, x,, o digito de verificacéo e
X, - X .o X ... Xy, O resultado da ocorréncia de uma transposicéo dos
algarismos x e X nas posicbes i e j (i #j). Nesse caso, a diferenca
S-S éigud a
(11 - i)xj +(A1-j)x - (11 -i)x— (11— j)xj =(] —i)(x] -x)#0.

A hipétese de S* ser multiplo de 11 mais umavez é absurda porque
nos conduziria a conclusdo de que um dos nimeros j —i ou X — X, que
s80 nimeros inteiros ndo nulosentre — 10 e 10, émdltiplode 11. Segue
gue S* ndo pode ser multiplo de 11.

Se agora admitirmos gque ha digitacgo de um codigo ISBN sb ocorrem
erros singulares ou de transposicdo, ndo mais do que um erro em cada
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numero, entdo ndo ocorrem erros na digitacdo de um codigo ISBN se e
somente se a soma S for um multiplo de 11. E bom lembrar que, a0
digitarmosum cédigo |SBN cometendo um erro singular ou de transposi¢éo,
0 eguipamento que recebe os dados seré capaz apenas de acusar aexisténcia
de um erro devido ao fato de S néo ser divisivel por 11, mas ndo serd
capaz de encontré-1o; o que implica dizer que o digitador tem ainda como
tarefa procurar o erro cometido.

O digito de verificacdo do RG

Para o Estado de Sao Paul o e muitos outros Estados brasileiros, o digito
de verificagdo do RG é calculado da seguinte maneira:

Sgja X XXX XXX XX, 0 RG de um individuo. O digito de verificacéo,
X%, é calculado de modo que a soma
100X X, )+ OX X+ 8X X, + 7 XX, + ... +2X X, + 1X X

sgjadivisivel por 11. Como normal mente se reserva apenas um algarismo
parao digito de verificagdo, que, neste caso, éum inteiro entre 0 e 10 (os
restos possiveis na divisdo de um inteiro por 11), normalmente se usa a
letra X pararepresentar o digito de verificacdo 10. Por exemplo, no RG
nimero 25135 622 — X, verifique que

100x10+9x2+8x2+7x6+6x5+5x3+4x1+3x5+2x2+1x0
edivisivel por 11.

Observa-se que os raciocinios utilizados nademonstragdo do Resultado
anterior, aplicam-se quase total mente anovaexpressao aqui utilizada. Com
efeito, naocorrénciadeum erro singular nodigito x nadigitacéo deum tal
RGtem-se S —-S=i(x*-x) paai=12..,9esei=10 S -S=
100 (x,,* — X,,), que ndo podem ser multiplosde 11 para x* — x # 0, i =
1,2, ..., 10. Naocorréncia de um erro de transposicao entre x. e X, com
1<i<j<9, tem-se S - S=(j —i)(x —X), quenao édivisivel por 11, se
X, — X # 0. No caso, entretanto, em que atransposicéo se déentre x e X,
S —-S=(100-i) (x — x,,), queéum mditiplode 11 se i =1, mesmo que
X, — X,, Ndo sgjanulo. Isso ndo tem efeito pratico negativo, pois erros de
transposi ¢do de alta probabilidade sdo aguel es entre digitos consecutivos. A
troca, portanto, entre o primeiro e tltimo digitos ndo € nada comum.

Ja em Portugal, onde o algoritmo de verificacdo dos documentos de
identificagdo €igual ao nosso, com adiferencade quelase utilizapeso 10



no digito de verificacdo em vez de peso 100, esse problemanao seda. Os
responsaveis pela execugdo do sistema decidiram, porém, ndo utilizar a
letra X para o digito de verificagdo 10, optando pelo uso do zero para
representa-lo. E curioso notar, no caso portugués, onde um digito de
verificagdo O pode significar o nimero zero ou o numero dez, que a
concepcdo do sistema de deteccdo de erros singulares e de transposi Gao
esta comprometida para os portadores de documentos de i dentificacdo com
digito de verificagdo igual a 0 ou 10.

Ficaria a questdo: para que o digito verificador utilize uma sb posicéo,
por que ndo usar a divisibilidade por 10 (cujos restos possiveis sdo sO
0,1,..,9),emvezde 11? O argumento ha prova da proposi¢ao mostra
gue foi essencial que 11 fosse primo e maior que 10.

E bom notar ainda que o sistema brasileiro também n&o € uniforme.
Recentemente descobri que o digito de verificagdo do RG, emitido no Rio
Grande do Sul, de um amigo galcho, ndo segue 0 mesmo algoritmo vaido
para Sdo Paulo e muitos outros Estados.

Baseado no artigo

Aritmética modular e sistemas de identificacéo
José Luiz Pastore Mello, RPM 48
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O tamanho da Terra

O raio da Terra é aproximadamente 6 400 km..., mas
como é que se mede o raio da Terra?

Um grande sébio daAntiguidade, Eratostenes, calculou
o raio daTerrahamais de 2 200 anos! Mais do que isso,
0s sébios daguel a época cal cularam também as distancias
da Terraa Lua e da Terra ao Sol, e os tamanhos desses
astros; e para isso utilizaram nogfes bésicas de
semelhangae proporcionalidade.

Eratdstenes viveu no terceiro

T

séculoa.C., nacidade deAlexandria,
gue fica no extremo oeste do delta
dorioNilo. Maisao sul, ondehojese
localiza a grande represa de Assug,
ficavaacidadede Siena, comoilustra
o mapa. Naquela época deveria
haver um trafego regular de
caravanas entre as duas cidades; e,

talvez por causadessetréfego, sabia
se que a distancia entre Alexandria e Siena era de
aproximadamente 5000 estadios, ou sgja, 800 km (tomando
o0 estadio como igual a 160 metros).

Decerto os vigantes experientes ja haviam feito uma
boa estimativadessadistancia. Quem vigjacom frequéncia
por anos afio sabe cal cular asdistancias percorridas, muito
provavelmente pelo nimero de dias gastos na viagem e



pelo que se consegue percorrer numa jornada. E, uma vez conhecida a
distancia ao longo das estradas, seria possivel fazer uma estimativa da
distanciaem linhareta.

Outra coisa que se sabia € que as duas cidades estavam mais ou menos
no mesmo meridiano, ou segja, tinham amesmalongitude. Isso €intrigante,
pois, enquanto sgjarelativamente facil fazer uma estimativa dalatitude de
um lugar, a comparacdo das longitudes de dois lugares diferentes € um
problemabem mais complicado. Decerto el es achavam que as duas cidades
estavam no mesmo meridiano porque parair deAlexandriaa Sienavigjava
se diretamente na diregéo sul.

O que fez Eratéstenes

Além desses dois fatos — a distancia de 800 km entre as duas cidades e
elas estarem no mesmo meridiano! —, dois outros fatos foram cruciais no
raciocinio de Eratostenes: devido a grande disténcia que o Sol se encontra
da Terra, os raios solares que chegam ao nosso planeta sdo praticamente
paralelos; e quando os raios solares caiam verticalmente ao meio-dia em
Siena (0 que era comprovado vendo que as cisternas ficavam totalmente
iluminadas a0 meio-dia e o disco solar podia ser visto refletido no fundo
dessas cisternas),?2 em Alexandria eles formavam, com avertical do lugar,
um anguloigual a1/50 dacircunferénciacompleta. Com amedidaem graus,
isso equivale adizer que esse angulo erade 7,2°.

Polo Norte

raios solares

7,2°

1 |sso sO é verdade aproximadamente, tanto no que se refere a distancia entre as duas
cidades, quanto aigual dade daslongitudes. VejaAlexandriaeAssua num bom mapado
Egito: Assud, aantiga Siena, ficaas margens do lago Nasser, pouco maisde 3° aleste de
Alexandria
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Vega
72 712 2 1
360 36x100 100 50°

Nesse ponto entra o raciocinio de Eratéstenes. se a 1/50 de angulo
correspondem 800 km de arco, ao angul o de 360° corresponderd 50 x 800 =
40000 km.

Que Matematica foi usada?

Vamos rever o raciocinio de Eratdstenes para identificar os fatos
matematicos usados. Ele entendeu que o angulo de 7,2° em Alexandria
(A nafiguraanterior) éigual ao angulo central em O, o0 que pressupde que
osraios solares que chegam a Terrasdo paralel os, devido agrande distancia
do Sol®. Portanto, aigualdade dos angulosem O e A édevidaao fato de
€eles serem angul os correspondentes em duas paralelas (AB e OS) cortadas
pela transversal OA. O outro fato matemético utilizado é o da
proporcionalidade entre arcos e angul os. 0s éngul os centraisS30 proporcionals
aos arcos que subentendem; assim, o angulo de 7,2° estaparao arco AS,
assim como 360° esté para a circunferéncia completa.

Seré que foi isso mesmo?
Sim, sera que Eratéstenes mediu mesmo o angulo de incidéncia dos

raios solares? Paraisso ele teria de se valer de algum aparelho, e teriade
realizar uma operacdo meio sofisticada, dificil de ser feita com precisdo.

Parece que €l e procedeu de maneiramuito maissimples. Em Alexandria
certamente havia um relégio solar, com uma coluna construida bem na
vertical, cujas sombras projetadas serviam para marcar a hora do dia. Ele
decerto esperou o diado ano em que se sabia que osraios solaresincidiam
verticalmente em Sienaao meio-dia; e, nesseinstante, mediu o comprimento
da sombra projetada pela coluna do rel 6gio solar em Alexandria.

2 |sso também s é verdade aproximadamente; hoje sabemos que aantiga Sienaficavauns
60 km ao norte do Trépico de Cancer, que € o paralelo de maior afastamento norte do Sol
em relagéo ao equador.

3 Notempo de Eratéstenesjaerasabido que o Sol se encontravaaumaimensadistanciada
Terra.



7,2° 7,20

=

A B A’ B’

De posse do comprimento dessasombra (AB nafigura) edaaltura BC
dacoluna, ele teriadesenhado um triangulo retdngulo A'B’C’ (numafolha
de papiro, com certeza), com lados A'B’ e B'C’ proporcionais aos lados
AB e BC, respectivamente, do tridngulo ABC, que também é retangulo
em B (veja as figuras). Seria agora relativamente fécil medir o éngulo de
incidéncia, ou segja, 0 angulo A'C'B’ do tridngulo A'B'C’ da figura.
Eratostenes teria verificado que esse angulo era de 1/50 da circunferéncia
completa, ou sgja, 7,2°.

A igualdade do angulo deincidénciaem A com o angulo ACB decorre
de esses angulos serem aternos internos; e aigualdade dos angulos ACB
e A'C'B’ édevidaasemelhancadostriangulos ACB e A'C'B..

OraiodaTerra

Da circunferéncia terrestre podemos passar ao raio da Terra sem
necessidade de novas medigoes.

No caso da Terra, como C = 400 000 km e lembrando que C = 2mr,
cdculase r=C/2n=6370km, usando para m aaproximacdo 3,14.

Eratostenes, Ptolomeu e Cristévao Colombo

Ja dissemos que EratOstenes viveu no século terceiro a.C.,
provavelmenteentre 276 e 196 a.C., dizem os historiadores mais abalizados.
Portanto, era pouco mais jovem que Arquimedes (287-212 a.C.). Ele ndo
foi o primeiro ase preocupar com amedidado tamanho da Terra. Aristoteles
(384-322) e Arquimedes fazem referéncias a outras estimativas e citam
valores do tamanho da Terra. Mas eles ndo explicam de onde provém suas
informacdes, por isso mesmo esses eventuais célculos anteriores a
Eratostenes ndo sdo levados em conta.
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O céculo do tamanho da Terra aparece num livro de Ptolomeu sobre
Geografia, livro esse quefoi muito usado no tempo das grandes navegagoes.
Por razbes ndo bem esclarecidas até hoje, ou Ptolomeu valeu-se de um
calculo do raio terrestre diferente do que fez Eratéstenes, ou registrou um
estadio de outro comprimento que o do tempo de Eratéstenes®.

Seja como for, em sua Geografia, Ptolomeu utilizaum valor do raio da
Terra que esté abaixo do valor fornecido por Eratostenes. E apresenta um
mapado mundo entéo conhecido, o qual contém maisdois errosimportantes:
alargura leste-oeste do mar Mediterréneo esta exageradamente ata, bem
como a largura |este-oeste da Asia. Em conseqiiéncia desses trés erros, a
distancia do Oeste europeu (Espanha, Portugal) ao Leste asiatico (Japéo,
Coréia), para quem navegasse pelo oceano Atlantico em diregdo oeste,
seriabem mais curtado que realmente é. Cristévao Colombo val eu-se disso
paraconvencer osreis de Espanhade que suaviagem asindias seriaviavel®.
Sua sorte foi estar errado em pensar que ndo haviaterra em seu caminho,
pois, fosse isso verdade, ele teria perecido.

Baseado no artigo Se eu fosse professor de Matemética
Geraldo Avila, RPM 54

4 Cabe notar também que ndo ha acordo sobre o valor exato do estadio em metros.

5 E interessante notar que razdes de ordem técnica— ao menos em parte— levaram Portugal
ando aprovar apropostade Colombo. Com efeito, os especialistas encarregadosde julgar
essa proposta constataram corretamente que a distanciaa ser percorridanaviagem seria
muito mais longa do que Colombo previa, sendo impossivel levar viveres e agua em
quantidades suficientes paratoda aviagem.



Problema das idades

Tenho o triplo daidade que tu tinhas quando eu tinhaa
idade que tu tens. Quando tu tiveres aidade que eu tenho,
teremos juntos 56 anos. Qual é aminhaidade?

Esse problema, com enunciado em estilo de uma
charada, est4 hoje meio fora de moda, mas foi célebre
numa época em que havia uma preocupacao de resolver
esse e outros tipos de problemas “por Aritmética’ e ndo
“por Algebra’.

Vamos abordar o problema geometricamente. Se
representarmos graficamente, num sistema de
coordenadas cartesianas, a evolucéo da idade de um
individuo através do tempo, obteremos sempre uma reta
paralelaabissetriz do primeiro quadrante.

Narealidade, obteremos a prépriabissetriz setomarmaos
0 “ano zero” como sendo 0 ano de Seu nascimento, pois
no ano 1 ele terd 1 ano, e assim sucessivamente (isso é
um fato do qual a experiéncia ja mostrou que podemos
convencer mesmo uma pessoa que
jamais estudou Geometria Analitica).
Jaaidade de umapessoa d anos mais
velha ter4d como grafico uma reta
paralela, ja que a diferenca entre as
idades dos dois permanecera constante
eigua a d.

~V
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Voltemos ent&o ao nosso problema. H& dois individuos em causa, um
guefala, chamamo-lo de E, e um que escuta, T. Evidentemente E é mais
velho que T (... quando eu tinha aidade que tu tens...), digamos, d anos,
de modo que seus gréficos deidades se assemel ham aos da figurada pégina
anterior.

H& trés épocas mencionadas no it
problema, que chamaremos P (passada), A
(atual) e F (futura). A maneira como se

Ty

relacionam AeP (... quando eu tinhaaidade X

gue tu tens...) e a maneira como se Y

relacionam A e F (... quando tu tiveres a Z/d

idade que eu tenho...) mostram que elas se o P 1 F 7

situam no gréfico como nos casos dafigura
ao lado.

A inclinagdo de 45° das retas desenhadas acarreta que todos os
segmentos verticais compreendidos entre elas tém comprimento d.

O dado de que a idade que E tem na
época A (isto é OX) é o triplo da idade i g
que T tinha na época P (isto é, 0OZ),

juntamente com o fato de XY = YZ = d, d
obrigaaque OZ sgjatambém d (estou X

evitando escrever a equacdo 2d + OZ =

30Z, jaqueisso podeser “visto” nafigura). dl 7

Mas, entdo, a reta gréfica da idade de E
tem que passar por Z e afiguracorreta é
a que esta ao lado.

~V

o
~
AN
B

Agoraentdo é claro que, naépoca F, aidadede T € 3d enquanto a
de E é 3d+ d. Logo osdoisjuntostém 7d, que deve ser 56. Logo, d
tem queser 8 ea‘“idade que eutenho” é 3 x 8 = 24, que é aresposta.

Baseado no artigo

Uma solucédo geométrica para
0 “ problema das idades’

José Paulo Q. Carneiro, RPM 16



A ilha dos sapatos gratuitos

Cenane 1 — O problema

Um dia, estava eu na faculdade tranquilamente
pensando navidaquando chegou um colegae mefez uma
propostainusitada:

— Vocé quer comprar de graca (?!) um sapato?

E claro que eu topei de caracomprar de graga (?) um
sapato, embora desconfiasse que houvesse algum rolo.
As condicOes eram:

1. Comprar um selinho desse meu amigo. Preco R$ 3,00;

2. Juntar mais R$ 27,00 e o selinho e levar a uma
determinadaloja. Eu receberiaum par de sapatos com
valor de mercado de R$ 30,00 e mais dez selinhos no
valor de R$ 3,00;

3. Vender os dez selinhos que eu seria restituido dos
R$ 3,00 iniciais de comprado selinho do meu amigo e
dos R$ 27,00 que anexei pararetirar o sapato daloja.

Dei R$ 3,00 ao meu colegapelo selo, fui aloja, retirei
um par de sapatos por R$ 27,00 e ganhei osdez selinhos
gue meiriam restituir tudo o queinvestira.

Vendi osdez selinhos com algumafacilidade. Fiz entdo
um balanco: eu tinha até entdo gasto R$ 30,00, recebido
R$ 30,00 e maisum par de sapatos. Um par de sapatos de
graca, portanto. Como isso seria possivel? Nao estaria
essa promocao violando aL el de Lavoisier ou a Segunda
Lei daTermodinamica? Fiquei estarrecido com o problema.
Comointerpreta-lo?

RPM/Estagio OBMEP
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Cena n° 2 — As explicagbes convencionais

Aturdido com o problemaque aparentemente violavaleis naturais nunca
dantes questionadas, sai a conversar com meus colegas de faculdade. O
primeiro atentar responder foi Altarimando. Ele se entusiasmoul.

— N&o se preocupe se essa promocdo fere ou ndo as leis da natureza. O
importante € que funciona. Assim como vOCé conseguiu comprar sapatos
de graca, vamos expandir 0 negdcio para comprar arroz de graga, roupa de
graga, etc. Talvez esse seja o perdido caminho paraa humanidade al cancar
o Nirvana, o téo desgjado Shangrila. N&o se esgueca de que as Leis de
Mercado sdo superioresaLei de Lavoisier.

Desconfiei que €le estavamais para poeta transcendental que critico de
Matemética e Fisica e fui procurar o Souzinha, um critico de tudo. Logo
deu seu parecer, claro e taxativo, incisivo e demolidor, caracteristico de
todo jovem de menos de quarenta anos:

— Estamos diante da chamada Bola-de-neve, Conto da venda sucessiva
ou ainda da Corrente da felicidade. E um estratagema que favorece
barbaramente os compradores iniciais e € altamente desvantaj0so para 0s
finais. O universo possivel de compradores € um nimero finito e os
compradoresdosselinhossdo: 1 naprimeiraetapa, 10 nasegunda, 100 na
terceira, etc. Ou sga, os envolvidos na corrente sdo em nimero de

100 + 10t + 10?2 + 10°%+ ...

Quando o somatério excede o nimero de possiveis compradores, a
corrente para e os Ultimos ndo terdo para quem vender os selos, sendo
prejudicados.

L ogo, essaartimanhaétéo simplesmenteumafalacia. Continuam validos,
portanto, aLei de Lavoisier e o Segundo Principio da Termodinamica.

Fiquei feliz, confesso, por essa explicacdo do Souzinha.

As pessoas como ndés, que estudam Matematica, com a mente criada e
disciplinadapor critérios|ogico-formais cartesianos tém verdadeiro horror
asituacBes quefujam desse modo e, 0 que é pior, funcionem. Seisso pudesse
ocorrer, ficariamos inseguros, e todauma vidaficaria questionada.

Cena ne 3 — A explicagdo diferente
Quando eu ja estava disposto a encerrar 0 assunto, encontrei um velho
amigo, Adéo, estudante de Economiana Getulio Vargas.



Apesar de jovem, Ad&o é critico ponderado e profundo em seus
conhecimentos.

S6 como curiosidade, expus aele o problema e as duas respostas que eu
tinha ouvido até ent&o.

Adao, filosoficamente, comegou a raciocinar socraticamente.
— Quanto € mesmo que aloja recebe por par de sapatos vendido?

Ora, Adao, respondi, o enunciado é claro. Elarecebe R$ 30,00 por par
de sapatos.

—Acho que ai temos uma pista, ndo € esse o valor, ponderou Adao. E
continuou:

—Admitamosumailhacom 1111 pessoas potencial mente clientes dos
sapatos e maisumapessoa, que € o dono daloja, totalizando 1112 pessoas.
O dono dalojapropde 0 negécio aum primeiro cliente. Compre um selo por
R$ 3,00, adicione R$ 27,00 e deflagre o processo. Esse primeiro cliente
vende dez selos. Dez compradores vendem depois para 100 outros
compradores. Jasdo 111 compradores. Os cem compradores vendem agora
para 1 000 compradores. Esses Gltimos 1000 compradores, quejagastaram,
cadaum, R$ 3,00 pelo selo, ndo tém mais paraquem vender. Umade suas
opcdes é perder esse selo. Outra (mais razoavel) é acrescentar R$ 27,00 e
ir buscar o seu par de sapatos, que, como sabemos, vale no mercado
R$ 30,00. Logo, esses ultimos compradores ndo serdo prejudicados
financeiramente (s6 ndo terdo os seus sonhos de sapatos gratis).

Agorafacamos um raciocinio. Quanto recebeu alojade sapatos e quantos
pares de sapatos foram entregues? Curiosamente vocé vera que aloja nao
recebe R$ 30,00 por par de sapatos vendido.

A lojarecebeu em dinheiro:

do 1° comprador: 3,00+27,00 = 30,00
de 10 compradores: 10x 27,00 = 270,00
de 100 compradores: 100x 27,00 = 2700,00
de 1000 compradores: 1000x 27,00 = 27000,00
Total R$30000,00

Total de pares de sapatos vendidos = 1111
Receitamédiadalojapor par de sapatos: R$ 30 000,00/1111 = R$ 27,03
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Conclusao

A lojavende cada par de sapatos a R$ 30,00 e recebe na pratica R$ 27,00
e ndo R$ 30,00, como supostamente se poderia pensar. Vé-se, portanto,
gue cada pessoa para ganhar um par de sapatos precisa entregar o sina
(entrada) e ter o trabalho de vender dez outros sapatos. O caso em estudo
€ um processo que traz embutido um trabalho de venda como custo. Custo
esse que é pago pelaloja (30,00 — 27,03) = 2,97 por par de sapatos. E uma
comissdo de venda. Tudo claro, Botelho?

Fiquel apensar. Como as coisas ainda estavam algo confusas dentro de
mim, pedi apoio a Revista do Professor de Matemética.

A resposta da RPM

1. Seahistdriase passasse ho instante em que nosso amigo Botel ho acabou
devender seusdez selinhos, 0 que estariaacontecendo € que dez pessoas
(os compradores dos selinhos) teriam se cotizado para comprar um par
de sapatos para ele.

2. Nahistoria, nadaobrigaque cadacomprador selimite aadquirir um par
de sapatos apenas. Para citar um caso extremo, podemos supor que o
primeiro comprador, em vez de vender os 10 selinhos que recebeu da
loja, fica com eles e com isso compra mais dez pares de sapatos a
R$ 27,00 cada, recebe 100 selinhos, etc., até acabar com o estoque da
loja. Depois, revende todos os sapatos ao preco oficial de R$ 30,00. Em
vez de um par de sapatos de graga, ganha muito mais.

3. Do ponto de vista da loja, 0 que €ela fez corresponde simplesmente a
vender cada par de sapatos a R$ 27,00, exceto o primeiro, vendido por
R$ 30,00. Os selinhos sdo apenas um trugque de marketing. A lojavende
por R$ 27,00, mas, como o preco usual € R$ 30,00, adiferencaédividida
entre alguns felizardos, ou espertos. O exemplo do economista Adao,
em que cada habitante da ilha compra apenas um par de sapatos, € 0
extremo oposto do caso 2 acima. Napréticaocorrem, em geral, situactes
intermediérias em que algumas pessoas formam estoque para revenda
(podendo em seguida organizar cartéis para manipular 0s precos, mas
isso ja seriaoutrahistoria).

Baseado no artigo Na ilha dos sapatos gratuitos
Manoel Henrique C. Botelho, RPM 7



Fragdes egipcias

Quando se menciona Fibonacci, ou sgja, Leonardo
Fibonacci (1170, 12407?), também conhecido como
Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa, pensa-se 10go no
célebre problemados coel hos, apresentado e resolvido no
seu Liber Abaci, conduzindo a célebre seqiiéncia 1, 1,
2, 3, 5, 13, ..., queatéhojelevaseu nome. Maso livro
contém muito mais. entre os problemas nele tratados, a
maioria sem grande interesse para nos, leitores de hoje,
pois tratam de Aritmética usando os algarismos indo-
ardbicos ou de Mateméatica Comercial, encontramos
verdadeiras j6ias mateméti cas, como um relacionado com
amaneira egipcia de lidar com fracGes.

Como sabemos, os egipcios sO trabalhavam com
fracBes unitérias, isto é daforma 1/n, sendo n um
ndmero natural [aexcecdo de 2/3 e, as vezes, das fragcdes
da forma n/(n + 1)]. Obviamente, em seus problemas
matematicos apareciam fracdes da forma m/n, que
deviam entdo ser escritas usando-se somente fragoes
unitérias distintas. Ou seja, era necessario escrever

m_1. 1, 1 _
nom g com n, n, .. n_ naturais
distintos.

N&o discutiremos aqui as interpretacdes apresentadas
pelos eruditos para essa insisténcia egipcia em trabal har
com fracOes unitérias. Esse hébito, embora pesado e
inconveniente, sobreviveu até aldade M édia. Em verdade,
0S egipcios, por meio de tabelas apropriadas e métodos
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engenhosos, conseguiam lidar muito bem com asfraces unitérias. O leitor
mais curioso podera consultar o livro Mathematics in the Time of the
Pharaohs de autoria de R. J. Gillings, Dover, 1982, ou, para uma leitura
leve, aRPM 15, p. 21.

N&o é 6bvio que qualquer niUmero racional m/n, com m<n, possaser
escrito como somade fracfes unitarias. Uma provadaacuidade matematica
de Fibonacci éter percebido anecessidade de mostrar isso. Ele ndo apresenta
uma demonstracdo formal, como o fariamos hoje, mas da um método
inteiramente geral que resolve o problema.

A regra ... é que vocé divide o nimero maior pelo menor; e
quando a divisdo nao é exata, verifique entre que dois naturais
a divisao estd. Tome a maior parte, subtraia-a, e conserve o
resto ...

Em linguagem de hoje, aregra seria:

Subtraia da fracdo dada a maior fracdo unitaria que néo é
maior do que ela. Repita 0 processo até obter O.

Por exemplo, escrevamos afracéo 4/13 como somade fracBes unitarias
digtintas:
3<13/4<4= 13>4/13>1/4

Portanto, 4/13 —1/4 = 3/52.
Mas, entéo, 17<52/3<18 = 1/17> 3/52 > 1/18.

Logo, 3/52—-1/18=2/936 = 1/468. Aqui, adivisdo de 936 por 2 éexata,
€ 0 processo termina.

Assim, 4/13=1/4+ 1/18 + 1/468.

N&o é dificil demonstrar que o processo descrito por Fibonacci sempre
funciona. Para mostrar que o método funciona, demonstraremos que 0s
numeradores das diferencas sucessivas (mesmo antes de simplificar)
decrescem estritamente (no exemplo acima, as diferencas séo 3/52 e
2/936). Entéo, como toda sucessdo estritamente decrescente de nimeros
naturais ndo negativos é finita (veja O principio da descida infinita de
Fermat, RPM 32), o processo obrigatoriamente tem fim.

a
Com efeito, consideremos a fragéo 5 com a<bh.



a 1

Suponhaque b=ga+r, 0<r<a Ser=0, entdo, :g -
demonstragéo esta terminada. Podemos, portanto, supor que r # 0.

. b r b 1, e, 1
Entao,;:q+; implicando q<;<q+1, ou E>Z>q+l‘

. a 1 —r+a
Assim, - = .
b qg+1 b(g+))

Mas, como a —r < a, 0snumeradores das diferencas sucessivas sao
estritamente decrescentes quando r # 0, 0 que queriamos demonstrar.

Baseado no artigo

Um problema de Fibonacci
Jodo Pitombeirade Carvalho, RPM 17
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As dizimas periodicas
e a calculadora

Em uma provade concurso, destinado principalmente
aprofessores de Mateméti ca, figuravaa seguinte questao:

Os numeros racionais a e b sdo representados, no
sistemadecimal, pelas dizimas periddicas

a=3,0181818...=3,018 e h=1,148148...=1,148

Encontre, justificando, uma representacdo decimal
de a-b.

Como a e b sdo racionais, tambémo é a—b; e,
portanto, suarepresentacéo decimal € periodica. Naprova,
era permitido o uso de calculadora. Mas por meio da
calculadora jamais se descobrira o periodo, pelo menos
com a certeza exigida pelo “justifique’. Além disso, a
cal culadorando conseguiranem mesmo dar umaidéado
periodo, se ele for muito longo. De fato, o periodo pode
ter um comprimento maior do que o nimero de digitos
gue a calculadora exibe no visor.

Um primeiro expediente que poderiaocorrer seriafazer
a subtracdo por meio do esgquema usado habitual mente
paradecimaisfinitos. 1sso funcionariabem em casosmais
simples. Por exemplo:

0,444...

-0,333...
0,111...

: 4 3 1
0 gue estaria correto, pols ———=—.
9 9 9



Mas, no caso em questdo, 0 desencontro entre os periodos das duas
dizimas apresentadas dificulta o emprego dessa estratégia (a qual, aiés,
precisaria ser discutida em termos conceituais). Vejamos:

Como a subtragéo usual é feita da direita para a esquerda, ndo se sabe
bem por onde comecar, antes de descobrir o periodo.

Por conseguinte, o caminho natural é calcular as geratrizes de a e b,
subtrair as fragBes correspondentes, e entdo encontrar uma representacao
decimal para essa fragéo.

Utilizando esse procedimento, encontra-se:

18 148 1292 2777
a—b=3+——|1+— |=1+ =22
990 999 1485 1485 -

Neste ponto, o método mais usado por todo mundo é dividir 2777 por
1485 (ou 1292 por 1485, ganhando umaetapa) pelo agoritmo tradicional,
e aguardar o primeiro resto que repete. Deste modo, obtém-se:

1 29 20 |1485

1 0400 0,8700336
5000
5450
9 9 5 0
1 040

Como serepetiu o resto 1040, apartir dai, osalgarismos 7,0,0, 3, 3,6
iréo serepetir. Logo, a—b=1,8700336.
Vamos agora fazer alguns comentérios:

1. Algumas pessoas envolvidas no processo de aprendizagem daMatemética
(alunos, professores, pais, etc.) expressam as vezes a crenca de que,
com o advento da calculadora, nunca mais havera ocasido de usar o
agoritmo tradiciona dadivisdo. Algunsaté usam isso como um argumento
paraproibir o uso dacal culadoraem certasfasesiniciaisdaaprendizagem:
“€é necessario primeiro que o aluno aprendao algoritmo tradicional, e s6
depois |Ihe serd permitido usar a calculadora; sendo, ele ndo tera
motivacdo para aprender tal algoritmo”.
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Narealidade, o exemplo aqui tratado mostraque nés, professores, temos
gue exercer nossa criatividade para criar problemas desafiadores, que
cologquem em xeque até mesmo a calculadora, deixando claras as suas
limitagBes, em vez de proibir 0 uso da calculadora, que é uma atitude
antipética, repressora, e totalmente contrériaao que um aluno esperade
um professor de Matemética. De fato, para um leigo ou iniciante em
Matematica, hada mais “matemético” do que uma calculadora, e ele
esperaque um professor vainiciélo ou ajuda-lo com essaferramenta, e
ndo proibi-lo deusa-la.

Note-se também que, mesmo usando o algoritmo tradicional dadivisao,
como fizemos, a calculadora permanece Util para efetuar as
multiplicacbes e subtracdes envolvidas no processo, minorando as
possibilidades de erro e poupando trabal hos repetitivos eindteis.

2. O trabalho de divisdo ficariasimplificado, se tivéssemos observado que

o divisor 1485 tem o fator comum 5 com a base do sistema decimal
(um detalhe nem sempre lembrado). Desse modo:

1292 1292 1 2584 1 ( 208)
—= =—X——=—X|8+—

1485 5x297 10 297 10 297
0.8+ x 2% _0.8+0,070336 = 08700336, pois
10”297
20 8 0 297
100 0 0,70336
109 0
1990
2 0 8

Os numeros envolvidos no algoritmo da divisdo ficam menores.

3. Existiriaum outro método paraencontrar umarepresentacdo decimal de

@ q 1292 . bast N %0 f
297 (oude 1285 mas javimos que basta o primeiro), que ndo fosse

o agoritmo tradicional dadivisdo?A respostaésim.

Basta tomar as sucessivas poténcias de 10, asaber: 10, 100, etc., até
gue encontremos uma que deixe resto |, quando dividida por 297.



N&o édificil fazer isso, experimentando com a cal culadora:

10°=3x297 + 109; 10*=33x297 +199; 10°= 336x 297 + 208;
10° = 3367 x 297 + 1.

A partir dai, obtém-se: # =3367x ! ; e portanto:

106 —
6
%=208x3367x+:7oo336x /10 =
297 105 —1 1-1/10
701%3636(1 +#+_10112 +...): 0.700336700336700336... = 0,700336,

onde a Ultima passagem vem da propriedade das progressdes geométricas

infinitas: 1+¢g+¢*+... :IL, quando -1<q<1.
—-q
Observe que o periodo da dizimatem comprimento 6, que é justamente
0 expoente da menor poténciade 10 quedeixaresto 1, quando dividida
por 297.

4. Pode-se ter certeza de que, ao testar as poténcias de 10, vamos acabar
encontrando sempre umagque deixeresto 1, quando divididapor 297 ?
A resposta é positiva, sempre que o denominador (no caso, o 297) for
primo com 10 (€ por isso que devemos antes deixar de fora os fatores
2 e 5), e pode ser encontrada nos livros de Teoria dos NUmeros.

Baseado no artigo
As dizimas periddicas e a calculadora
José Paulo Q. Carneiro, RPM 52
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Mania de Pitagoras

Elisha Scott Loomis, professor de Matemética em
Cleveland, Ohio (Estados Unidos), era realmente um
apaixonado pel o Teorema de Pitégoras. Durante 20 anos,
de 1907 a1927, colecionou demonstractes desse teorema,
agrupou-as e as organizou num livro, ao qual chamou The
Pythagorean Proposition (A Proposi¢do de Pitégoras).
A primeiraedicdo, em 1927, continha 230 demonstragoes.
Na segunda edicéo, publicada em 1940, esse nimero foi
aumentado para 370 demonstracfes. Depoisdo falecimento
do autor, o livro foi reimpresso, em 1968 e 1972, pelo
National Council of Teachers of Mathematics daquele
pais.

O Professor Loomis classifica as demonstracGes do
teorema de Pitagoras em basicamente dois tipos: provas
“algébricas’ (baseadas nas relacdes métricas nos
tridngul os retangul os) e provas “geométricas’ (baseadas
em comparacOes de areas). Ele se da ao trabalho de
observar que ndo € possivel provar o teoremade Pitégoras
com argumentos trigonométricos porque a igualdade
fundamental daTrigonometria, cos?x + sen’x=1, jAéum
caso particular daguele teorema.

Como sabemos, o enunciado do teorema de Pitégoras
€0 seguinte: “A éreado quadrado cujo lado é ahipotenusa
de um tridngulo reténgulo é igual a soma das areas dos
quadrados que tém como lados cada um dos catetos’. Se
a, b sdo as medidas dos catetos e ¢ € a medida
da hipotenusa, o enunciado equivale a afirmar
que a2 + b? = ¢



Documentos historicos mostram que os egipcios e 0s babilénios muito
antes dos gregos conheciam casos particulares desse teorema, expressos
em relagbes como

3 1
32 +42=5% ¢ 12+(2)* =(1-)%.
(4) (4)

Ofatodequeotridngulo delados 3, 4 e 5 éretangulo era (e ainda é) Util
aos agrimensores. Ha também um manuscrito chinés, datado de mais de
mil anos antes de Cristo, onde se encontra a seguinte afirmacao: “Tome o
guadrado do primeiro lado e o quadrado do segundo e 0s some; a raiz
guadrada dessa soma é a hipotenusa’” . Outros documentos antigos mostram
que na india, bem antes da era Crist, sabia-se que os tridngulos de lados
3, 4,5, 0oub, 12, 13, ou 12, 35, 37 sdo reténgulos.

O que parece certo, todavia, € que nenhum desses povos sabiademonstrar
o teorema. Tudo indicaque Pitdgorasfoi o primeiro aprové-lo. (Ou alguém
da sua Escola o fez, o que da no mesmo, pois o conhecimento cientifico
naguele grupo era propriedade comum.)

A mais bela prova

Qual foi ademonstracdo dada por Pitagoras? Nao se sabe ao certo, pois
ele ndo deixou trabal hos escritos. A maioria dos historiadores acredita que
foi umademonstracdo do tipo “geométrico”, isto &, baseada nacomparacéo
de areas. Nao foi a que se encontra nos “Elementos’ de Euclides, e que é
aindahoje muito encontradanoslivros de Geometria, poistal demonstragéo
pareceter sido concebidapel o proprio Euclides. A demonstracéo de Pitégoras
pode muito bem ter sido a que decorre das figuras abaixo:

(6

a b b a

Do quadrado quetem a+b como lado, retiremos 4 tridngulosiguais ao
dado. Sefizermosisso como nafiguraaesquerda, obteremos um quadrado
de lado c. Mas se a mesma operacéo for feita como na figura a direita,
restardo dois quadrados, de lados a e b respectivamente. Logo, a érea do
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guadrado de lado ¢ é a soma das areas dos quadrados cujos lados medem a
eb.

Essa é, provavelmente, a mais bela demonstracdo do teorema de
Pitégoras. Entretanto, no livro de Loomis ela aparece sem maior destaque,
como variante de uma das provas dadas, ndo sendo sequer contada entre
as 370 numeradas.

Apresentamos aseguir algumas demonstracdes do teoremade Pitagoras
quetém alguminteresse especial, por um motivo ou por outro. As4 primeiras
constam da lista do Professor Loomis.

A prova mais curta

E também amais conhecida. Baseia-
se na seguinte consequéncia da
semelhanca de tridngulos retangulos:
“Num tridngul o retngul o, cada cateto é
a média geométrica entre a hipotenusa
esuaprojecdo sobreeld’. Assim, seme
n s8o respectivamente as projecdes dos
catetos a e b sobre ahipotenusac, temos
a2 = mc, b? = nc, enquanto m+ n = c.
Somando, vem a? + b? = ¢

A demonstracéo do presidente

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos durante apenas
4 meses (pois foi assassinado em 1881), eratambém general e gostava de
Matematica. Ele deu uma prova do teorema de Pitédgoras baseada na
seguintefigura.

A &reado trapéziocombases a, b e
atura a+ b éigua a semi-soma das
bases vezes a altura. Por outro lado, a
mesma area € também igual & soma das

b , Qeasde3triangulos:
a+b a’ 2 ?
a+b)y=—+ab+—=ab+—,
a b y @rh=5 2 2

implicando a2 + b? = c2.



A demonstracdo de Leonardo da Vinci

O grande génio também concebeu uma
demonstragdo do teoremade Pitégoras, que
sebaseianafiguraaolado. /N

Os quadrilateros ABCD, DEFA, GFHI ‘
e GEJI sio congruentes. Logo, os F E
hexagonos ABCDEF e GEJIHF tém a ‘
mesma éarea. Dai resulta que a &rea do
guadrado FEJH é a soma das éreas dos 4
quadrados ABGF e CDEG. H e

A demonstracdo de Papus

Na realidade, ndo se trata apenas de uma nova demonstracdo, mas de
uma generalizacdo bastante interessante do teorema de Pitégoras. Em vez
deum tridngulo retangul o, toma-se um tridngul o arbitrério ABC; em vez de
guadrados sobre os lados, tomam-se paralelogramos, sendo dois deles
quaisquer, exigindo-se que o terceiro cumpraacondicdo de CD ser paralelo
aHA, e com 0 mesmo comprimento.

O teorema de Papus afirma que a area do paralelogramo BCDE € a
soma das areas de ABFG e AIJC. A demonstracéo se baseia na simples
observacdo de que dois paralelogramos com bases e aturas de mesmo
comprimento tém a mesma area.

Assim, por um lado, AHKB tem amesmaéreaque ABFG e, por outro
lado, a mesma érea que BMNE. Segue-se que as areas de BMNE e
ABFG sdoiguais. Analogamente, sdo iguais as &reasde CDNM e CAIJ.
Portanto, a &rea de BCDE ¢é a soma das &reas de ABFG e CAIJ.

O teorema de Pitégoras é caso particular do de Papus. Basta tomar o
tridngulo ABC retangul o etrés quadrados em lugar dostrés paral el ogramos.
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O argumento de Polya

No meu entender, entretanto, ademonstracdo maisinteligente do teorema
de Pitagoras ndo esté incluida entre as 370 colecionadas pelo Professor
Loomis. Ela se acha no livro Induction and Analogy in Mathematics, de
autoria do matemético hingaro George Polya.

O raciocinio de Polya se baseia na conhecida proposicéo, segundo a
qual “as éreas de duas figuras semel hantes estdo entre si como o quadrado
da razdo de semelhanca’.

Lembremos que duasfiguras F e F’ dizem-se semelhantes quando a
cadaponto A dafigura F corresponde um ponto A’em F’, chamado o seu
homdlogo, de tal maneira que se, A, B sdo pontos quaisquer de F e
A’, B’ sdo seus homologos em F’ ent8o arazdo A'B’/AB € uma constante
k, chamada a razéo de semelhanca de F para F'. Por exemplo, dois
triangul os sd0 semelhantes se, e somente se, os angulos de um deles séo
congruentes aos angul os do outro. Por outro lado, dois quadrados quai squer,
umdelado ¢ eoutrodelado ¢, sdo semelhantes e arazdo de semelhanca
do primeiro parao segundo € k= ¢/L.

Em vez do teorema de Pitégoras, Polya procura provar a seguinte
proposicdo maisgeral (que, diga-se de passagem, ja se achanos Elementos
de Euclides):

\/\F/
SeF, F' e F” sdo figuras semel hantes, construidas respectivamente

sobre a hipotenusa c e sobre os catetos a, b de um triangulo
retangulo, entdo a area de F é igual a soma das areasde F' e F".

O enunciado acimaimplica que arazéo de semelhancade F' paraF” €
b/a, de F' para F é c/a ede F” para F é c/b.

Por simplicidade, escrevamos F em vez de “&reade F’, G em vez de
“&reade G, etc.



Se G, G’, G” sdo outras figuras semelhantes construidas sobre a
hipotenusa e os catetos, respectivamente, em virtude da proposi¢éo acima
enunciada, teremos:

G' b F’ G' F'
=—=—, logo =—.
Gn (12 Fn G" Fn
De modo anédlogo teremos G = %

Portanto, G/F = G'/[F' = G"/F" = o, digamos. Escrevendo de outro
modo: G=aF, G=aF e G"=aF"

Que significam essas 3 Ultimas igualdades? Elas querem dizer que, se
conseguirmosachar 3figurassemelhanteespeciais F, F’ e F”, construidas
sobre a hipotenusa e os catetos do nosso tridngulo, de tal maneira que se
tenha F = F' + F”, entdo teremos também G =G’ + G” sgam quais
forem as figuras semelhantes G, G’ e G” construidas do mesmo modo.
Com efeito, teremos G=oF, G'=aF e G"=aF", logoG' + G" =
oF+oF" =a(FF+F)=aF=G

Agora é sb procurar as figuras especiais. Mas elas estdo facilmente ao
nosso acance. Dado o tridngulo retangulo ABC, tracemos a altura CD,
baixada do vértice do angulo reto C sobre a hipotenusa AB.

C

A D B

A figura F serd o proprio tridngulo ABC. Para F’ escolheremos ADC e

faremos F” = BCD. Evidentemente, F, F' e F” sdo figuras semelhantes.
Mais evidentemente ainda, temosF =F' + F”.

Baseado no artigo
Mania de Pitagoras
EuclidesRosa, RPM 02
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Usando areas

Neste artigo, procuraremos mostrar que diversas
demonstragfes em Geometriae Trigonometriatornam-se
faceis e elegantes quando usamos 0 conceito de area.
Como primeiro exemplo, comparemos duas solugdes de
um conhecido problema.

Provar que a soma das distancias de um ponto
gualquer interior a um triangulo equilatero aos lados
€ constante.

12 solucéo

Consideremos o tridngulo equildtero ABC dafigura, um
ponto P interior easperpendiculares PX, PY e PZ aos
seus lados. Tracemos por P, B'C’ paralelo a BC,
nformando o tridngul o equilétero AB'C". Tracemosainda
as alturas AE e C'F desse tridngulo e a perpendicular
PQ a CF.

B X D C

Pela congruéncia dos triangulos PQC’ e PYC’,
concluimosque PY= C'Q e, como PQFZ éum retangulo,
temos que PZ= QF. Logo,



PY+ PZ=CQ+ QF = CF . (Parasimplificar a notacdo, usaremos o
mesmo simbolo para representar um segmento ou a sua medida.)

Ora, asalturas AE e C'F dotriangulo equilatero AB'C’ sdoiguaise,
portanto,
PY + PZ = AE. (1)

Prolongando AE até abase BC do triangulo, obtemos ED = PX.
Finalmente, na igualdade (1), somamos PX do lado esquerdo e ED do
lado direito para obter

PX+ PY+ PZ= AE + ED = AD, aturade ABC.
22 solucéo
Consideremos agora o triangulo
equildtero ABC comlado a ealtura
h, como nafigura ao lado. Tracando
os segmentos PA, PB e PC, temos
gue a soma das areas dos triangulos
PBC, PCA e PAB éigua a&reade
ABC. Logo,

aPX aPY aPZ ah
+ + =—
2 2 2 2

e 0 problema estaresolvido. Repare que na primeira sol u¢ao usamos apenas
0 conceito de congruéncia de triangulos, mas a construcéo das linhas
auxiliares pode ser considerada um pouco artificial. Na segunda solucéo,
guando o conceito de areafoi utilizado, o resultado apareceu de formabem
mais natural .

Vejamos, entdo, alguns teoremas que podem ser demonstrados com o
auxilio das éreas.

1) O teorema da bissetriz
A bissetriz de um angulo de um triangulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos lados adjacentes.
Esse enunciado quer dizer que se, AD for bissetriz do angulo A do
DB AB

triangulo ABC, entdo D_C:A_C'
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Para demonstrar, é preciso lembrar que, se dois triangulos possuem
mesma altura, a razéo entre suas areas € igual a razéo entre suas bases.
Portanto, nafigura, araz&o entre as areas dos triangulos ADB e ADC é
igual a BD/DC. Por outro lado, qualquer ponto da bissetriz de um angulo
equidista de seus lados e, portanto, as perpendiculares DE e DF aos
lados AB e AC sdoiguais. Logo,

1

BD A (ABD)_EAB.DE_Q
DC A (ADC) 1, pn AC
JAC.

e o teorema esta demonstrado.

2) O teorema de Tales

Sgam B’ e C' pontos doslados AB e AC, respectivamente, do
. e N AB’_ AC’

tridngulo ABC. Se B'C’ for paralelo a BC, entéo B AC
Demonstracao

Se B'C’ éparaleloa BC, entdo ostriangulos
B'C'B e B'C'C tém mesma é&rea porque
possuem mesma base B'C’ e alturas relativas
a essa base também iguais. Acrescentando a
essestridngulos o tridngulo AB'C’, concluimos
gue os triangulos ABC’ e AB'C também
possuem mesma area. Se dois triangulos
possuem mesma altura, entdo arazéo entre suas
areas é igual arazéo entre suas bases, logo,

AB' A (AB'C’) A (4AB'C’) AC’
AB A (ABC’) A (AB'C) AC

0 que prova o teorema.

O teoremade Tales e suareciproca sao importantissimos em Geometria
porque apartir deles podemos obter os teoremas rel ativos a semelhanga de
triangul os e as propriedades da homotetia. A vantagem da demonstragéo



gue aqui apresentamos esta no fato que nela ndo importa se 0s segmentos
AB’ e AB sao comensuraveisou ndo. A demonstragdo tradicional, que usa
o feixe de paralel as, sO ficacompletacom aincdmoda passagem ao limite.

3) Asférmulas trigonométricas

As funcdes trigonométricas aparecem pela primeira vez na escola
secundaria, definidas para angul os agudos, como razdes entre lados de um
tridngulo retdngulo. Usando figuras particulares, conseguimos calcular os
valores das fungdes trigonométricas para 30°, 45°, 60° e 18° e podemos
antecipar diversas formulas que, mais tarde, serdo deduzidas em contexto
mais geral. Parailustrar, vamos mostrar a férmula do seno do arco duplo.

Se 0° <a<45° entdo sen2a = 2senacosa

Para demonstrar, consideremos a figura
formada por dois triangulos retangulos
congruentes OCA e OCB, em que fizemos
OA=0B=1.

Temos, entdo, que CA = CB = sen a,
OC = cosa ¢, tracando AD perpendicular a
OB, AD = sen 2a. Ora, o dobro da area do
triangulo OAB éigua a OB AD etambém é
igual a AB- OC.

Logo, 1x sen2a = 2senacosa, ficando demonstrada a férmula.

4) A lel dos senos
Os lados de um triangulo sdo proporcionais aos senos dos angulos
Opostos.

Para uma demonstracéo alternativadalel dos senos, podemos partir do
fato dequeadrea, _4, deum tridngulo éigual ametade do produto de dois
lados pel o seno do angulo formado por eles, ou sgja,

A =lbcsenA =lacsenB =lbasenC.
2 2 2

Ora, considerando a primeiraigual dade e multiplicando por a ambosos
membros, obtemos

o _abe
send 27

1
ah :EabcsenA ou
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Como o mesmo pode ser feito para as outras igual dades, concluimos

a b c

sen4 senB senC

M uitos problemas possuem também sol uces bonitas e €l egantes “ usando
areas’ e este artigo termina convidando o leitor aincluir aidéia em sua
caixa de ferramentas de solugdo de problemas.

Baseado no artigo
Usando areas
Eduardo Wagner, RPM 21



Trigonometria e um
antigo problema de otimizagao

Regiomontanus

A cidade de Koningsberg, na Prassia (atual
Kalimingrado, na RUssia), € conhecida na Matemética
devido ao famoso problema das pontes (ver artigo neste
livro), resolvido pelo matematico sui¢o Leonhard Euler
(1707-1783). Outro acontecimento importante que marca
avidadacidade, cujo nome significaMontanhado Rei, é
ofato de nelater nascido Johann Mller (1436-1476), um
dos maiores matematicos do seculo XV, mais conhecido
como Regiomontanus, uma latinizagdo do nome de sua
cidade natal.

Regiomontanusrealizou diversos estudos nas areas de
Astronomia, Geometriae Trigonometria. Em seulivromais
famoso, De Triangulus Omnimodes, escrito em 1464 e
impresso apenas em 1533, Regiomontanus apresentauma
visdo modernada Trigonometria com dados tabel ados de
vérias funcgbes trigonométricas. E curioso notar que,
mesmo tendo sido escrito antes do conceito de notacéo
decimal, as tabelas trigonométricas contidas no livro ndo
apresentam fragBes devido a utilizagdo de um circulo de
raio 100 000 000 de unidades, o que produzia apenas
valoresinteiros para as aproximagoes utilizadas.

A importancia dos conhecimentos em Astronomia de
Regiomontanus fez com que ele fosse convidado pelo
Papa Sisto 1V para trabalhar na confeccdo de um
calendério mais acurado do que o que vinha sendo usado
pelalgreja. Apés arealizacdo do trabalho, a gratiddo do
Papa foi tal que rapidamente o0 astrbnomo se tornou seu
principal conselheiro. Depois de um ano em Roma,
Regiomontanusfal eceu, tendo sido anunciado, como causa
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de sua morte, o flagelo de uma peste. Existem especulacfes de que ele
tenhasido envenenado por alguma pessoa descontente com aaltainfluéncia
deum “ndo italiano” sobre 0 Papa e algrejaromana. Alguns historiadores
especulam ainda que, se ndo tivesse falecido téo cedo, talvez tivesse
condi¢des de realizar umamoderna compreensao do sistema solar, como a
feita por Copérnico, 100 anos depois.

Entre os interessantes problemas propostos por Regiomontanus,
destacamosum de 1471 como o primeiro problema de extremos encontrado
na Histdria da Matematica desde a antiguidade. O problema é o seguinte:

Suponha uma estatua de altura h sobre
um pedestal de altura p. Um homem de
altura m (m < p) enxerga do pé ao topo
da estatua sob um angulo o, que varia de |
acordo com a distancia d entre o homeme =

a base do pedestal. Determinar d para que

0 angulo de visdo seja 0 maior possivel. Sl —— ,

Uma solucéo engenhosa para o problema

Apesar de o problema poder ser resolvido com técnicas do Célculo,
apresentamos uma sol ucao que, emboraengenhosa, dispensaessastécnicas.

[ nicialmente marcamos nafiguraos pontos
A, B e C representando respectivamente o
topo da estatua, o pé da estédtua e os olhos do
observador. Em seguida, tracamos a reta r
gue passapor C eéparaelaalinhado chéo.
Tragamosent&o aunicacircunferéncia A, com
centro na mediatriz do segmento AB, que
passapelospontos A e B etangenciaareta
r. Chamamosde C, o ponto de tangénciada
circunferénciacom areta r. Se C percorrer
livrementeareta r, qualquer possibilidade parao angulo devisdo, o, seré
dada por umalocalizacdo de C em .

Provaremos que o assume o maior valor possivel quando C coincide
com C, . Paraisso, mostraremos que, se B € a medida do angulo ACB,
entdo [ > a paraqualquer posicéo de C diferentede C.



Se D é 0 ponto de encontro da
reta AC com acircunferéncia A,
temos que B € também a
medida do angulo ADB e,
denotando por y a medida do
angulo CBD, tem-se, notriéngulo
BCD,

o +vy+180° -3 =180°. Logo,
B=a + y implicando B > a.

Uma vez verificado que ACB € o angulo de maximo campo visual,
determinaremos agora a distancia d, entre o observador e a base do
pedestal, para que esse angulo seja atingido.

Se Q éoponto deinterseccdo dareta AB com r, sendoasretas r e
AB, respectivamente, tangente e secantea A aplicando poténciano ponto
Q encontraremos a distancia d procurada:

(QC)*=QB.QA ou d*=(p—m)(p—m+h)

Uma aplicacdo

Em outubro de 1931, apds cinco
anosde construcéo, foi inaugurado no
alto do morro do Corcovado o cartéo
devisitasdo Rio de Janeiro, aestétua
do Cristo Redentor. A alturatotal da
estdtuaéde 30 m, seu pedestal mede
8 m, e admitiremos um observador
com 1,70 m deadtura

A quedistanciaesse observador deveficar dabase do pedestal do Cristo
Redentor para que o seu angulo de visao seja 0 maior possivel?

Usando aformula d>=(p—-m)(p—m+h) para p=8m, m=1,70m
e h=30m, obtemos umadistanciade aproximadamente 15 m. Seriapreciso,
porém, que o terreno em voltado Cristo fosse aproximadamente plano dentro
desse raio.

Baseado no artigo
Trigonometria e um antigo
problema de otimizagéo

José Luiz Pastore Méello, RPM 52
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Vale para 1, para 2, para 3, ...
Vale sempre?

As afirmacdes abaixo, sobre niUmeros naturais, sdo
verdadeiras para os nuUmeros 1, 2, 3 e muitos outros.
Perguntamos: elas sdo verdadeiras sempre?

Verdadeiro ou falso?

1. Vne N, n<100.

2. Vne N, n?+n+ 41 éum nimero primo.

3. V ne N*, 991n? + 1 ndo é um quadrado perfeito.

4. ¥ n e N*, asomados n primeiros nimeros impares
én2

5. V ne N*, 2n + 2 é asoma de dois nimeros primos.

Veamos:

1. “n < 100" é uma sentenca verdadeira paran = 1,
n=2, n= 3eoutros, mastorna-se falsa para qual quer
numero natural maior do que 99. Portanto,

“V¥ne N, n< 100" é uma sentenca falsa.

2.“n>+ n + 41 é um ndmero primo” é uma sentenca
verdadeiraparan= 1,n= 2, n =3 eoutros. Defato,
ela é verdadeira para todos 0s niUmeros naturais
menoresdo que 40 (o quefoi verificado por Euler em
1772). Porém, o niUmero

407 +40+41=40(40+ 1) +41=41x 41 ndoé
primo, mostrando que a sentenca

“¥Yne N,n*+ n+ 41 € um ndmero primo” € uma
sentenca falsa.



3.“991n2 + 1 ndo é um quadrado perfeito” é umasentencaverdadeira para
n=1n=2 n=3e mesmo apds muitas e muitas tentativas, ndo se
acha um nimero que a torne falsa.
Puderal O menor nimero natural n para o qual 991n? + 1 é um
guadrado perfeito é

12 055 735 790 331 359 447 442 538 767 e, portanto, a sentenca
“Vne N*, 991n? + 1 ndo € um quadrado perfeito” é falsa.

4. “A soma dos n primeiros nimeros impares € n?’ € uma sentenca
verdadeiraparan =1, n =2, n= 3 e €cOMO NO caso anterior, apds
muitas e muitas tentativas, ndo se acha um nimero natural que atorne
falsa. Neste caso, tal nimero ndo existe, pois, como veremos adiante,
essa sentenca € verdadeira sempre.

5. “2n + 2 é asoma de dois nimeros primos’ € uma sentenca verdadeira
paan=1n= 2, n=3e como nos dois exemplos anteriores, apos
muitas e muitas tentativas, ndo se encontra um nimero natural que a
torne falsa. Mas agora temos uma situacdo nova: ninguém, até hoje,
encontrou um ndmero que tornasse a sentenca falsa e ninguém, até
hoje, sabe demonstrar que a sentenca é verdadeira sempre.

A sentenca € a famosa conjetura de Goldbach feita em 1742, em uma
cartadirigidaaEuler:

Todo inteiro par, maior do que 2, € a soma de dois nimeros primos.
N&o se sabe, até hoje, se essa sentenca é verdadeira ou falsa.

Em suma, dadaumaafirmagado sobre nlmeros naturais, se encontrarmos
um contra-exempl o, saberemos que a afirmacado ndo € sempre verdadeira.
E se ndo acharmos um contra-exemplo? Nesse caso, suspeitando que a
afirmacéo sejaverdadei rasempre, umapossi bilidade é tentar demonstra-la
recorrendo ao principio dainducao.

Principio dainducéo finita

“Seja Sum conjunto de nimeros naturais, com as seguintes propriedades:
1. 0eS
2. Vke N,seke Sentdok+1e S

Nessas condicbes, S= N.”

RPM/Estagio OBMEP

S
©



RPM/Estagio OBMEP

Vamos ver como esse principio nos permite demonstrar que é verdadeira
asentenca4: “ V ne N*, asomados n primeiros nimeros impares € n?”.

Demonstracéo
Segja S o conjunto dos nimeros naturais n para 0s quais a soma dos n
primeiros nimeros impares é n2.
1. 1e S poisasomados 1 primeiros nUmeros impares é 1 = 12,
2. Vamos supor que k € S, isto é, que a soma dos k primeiros nimeros
impares sgja k.

Vamos provar quek + 1 € S, isto é que asomadosk + 1 primeiros
ndmeros impares é (k + 1)

Estamossupondoque 1+3+5+...+2k—1=k? equeremaos provar
que
1+3+5+..+2k+ 1=(k+ 12 Bastaobservar que
1+3+5+. +(2k-D+2k+1)=k2+(2k+1)=(k+1)>

O principio da inducédo nos garante, agora, que S = IN*, ou sgja, a
afirmacdo “a soma dos n primeiros impares é n?” é verdadeira para todos
0s nUmeros naturais maiores do que zero.

Uma lenda

Aposacriagio do mundo, em um mosteiro escondido naindia, o Grande
Criador colocou uma placade bronze e nelafixou trés bastBes cobertos de
diamantes. Em um dos bastdes, em ordem decrescente de tamanho, colocou
64 discos de ouro. E assim disse aos monges:. “Transfiram esta pilha de
discos para outro bastdo, movendo, ininterruptamente, um disco de cada
vez e nunca permitindo que um disco fique acima de um menor. Quando
terminarem esta tarefa e os 64 discos estiverem em outro bastdo, este
templo se reduzira a pd e com um estrondo de trovdes o mundo acabard’.

Dizem os sdbios que o0 mundo foi criado ha 4 bilhdes de anos
aproximadamente e os monges, desde a criacdo, estdo movendo os discos
narazéo de um disco por segundo. Ser& que veremos 0 mundo acabar?

Como émuito dificil imaginar os

movimentosfeitos com umapilhade | |
64 discos, imaginemosumapilhacom —>
Um disco: atransferéncia se dacom !

apenas 1 movimento: m, =1,



Dois discos

Para 2 discos, atransferéncia requer 3 movimentos: m, = 3.

Trésdiscos: m,=7.

Quatro discos: m, = 15.

@\ /18,

Ja podemos deduzir como deslocar n discos com um menor nimero
possivel de movimentos. Para tal, observe que o deslocamento do maior
disco, do bast&o em que se encontrainicial mente paraum outro, requer que
esse segundo bastéo esteja vazio, pois 0 maior disco ndo pode ficar sobre
um menor. Como, para se mover o maior disco, nenhum outro pode estar
sobre ele, todos os outros discos ter&o que estar no terceiro bastdo. Assim,
a estratégia com menor nimero de movimentos ser& movem-se n—1
discos para o bastéo de trés, com m_, movimentos, em seguida, move-se
0 n-ésimo disco parao outro bastdo dafrente, com 1 movimento; finalmente
movem-se 0s n—1 discos do bastdo de tras para o da frente, com m_
movimentos. Tem-se:

m=m_

1

+1+m  =2m +1

1 1

Facamos umatabelacom o nimero de discos e 0 nimero de movimentos
minimo paramudé-los de um bast&o para outro:
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Precisamos descobrir o valor de m,, porque, m,, segundos apds a
criagdo do mundo, ele acabaré e j& se passaram 4 bilhdes de anos!

Observando a segundalinha databela, vemos que 0s seus nimeros séo,
amenosde 1: 2, 4, 8, 16, 32, 64, ousga, 2%, 22, 25 24 25 25 oque
nos leva afazer a seguinte conjetura:

m=2"-1

Essa sentenca € verdadeirapara n=1, 2, 3, 4, 5, 6, mas sera
verdadeira sempre?

Tentemos demonstra-la por inducéo.

Seja S 0 conjunto dos nUmeros naturais n tais que n discos sdo
movidos com 2"—1 movimentos.

1. 1€ S poisparal disco necessitamosde 1=2'—1 movimentos.

2. Vamos supor que k € S isto é k discos sdo removidos com 2¢—1
movimentos.

Vamos provar que k+1e S, isto & que m =21 -1
Javimosque m ., =2m + 1.
m, =2=1+1+2-1=2.2-1=21-1,
eisso mostraquek +1e S

O principio da inducdo nos garante que n discos podem sempre ser
removidos com 2"—1 movimentos e, em particular, m, = 2% —1.

E assim ficamos sabendo que, 2% — 1 segundos apds a criagdo do
mundo, eleterminara. Com um pouco mais de M ateméti caficaremos sabendo
se isso ocorreralogo.

Facamos alguns célcul os.
Quantos segundos tem um ano?
Resposta:
60x60x 24x365% =31557 600 < 2% =1024x1024x32 =33 554 432.



Exagerando, vamos supor que os monges facam 22° movimentos por
ano (naverdade fazem uns milhdes a menos). Com isso, 0 mundo acabara
264
em —_ =2 anos.
225
2% = W0y 210x 29°=1 024 x 1 024 x 1 024 x 512 > 512 x 10°
Passaram-se até hoje 4 bilhdes de anos, ou sgja, 4 x 10° anos.

Podemos ficar tranquilos—faltam mais do que 508 bilhdes de anos para
0S monges terminarem sua tarefa — isso, supondo que eles ndo errem no
caminho.

Baseado no artigo

Valepara l, para 2, para3, ...
Vale sempre?

Renate Watanabe, RPM 09
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Semelhancgas, pizzas e chopes

As historias que vamos contar envolvem dois amigos
gue gostam de freqlientar bares e restaurantes, além de
discutir problemas de Matemética. Em pelo menos duas
situacBes, surgiram interessantes problemas cujas sol ugoes,
além de elegantes, sdo bastante educativas.

Primeira historia

Augusto e Jodo foram a um restaurante para comer
pizza. O primeiro pediu uma grande e o segundo, uma
média e uma pequena, todas do mesmo sabor.
Curiosamente, 0 preco da pizza grande era exatamente
igual asomados pregos das pizzas médiae pequena. Logo
apos os pedidos, surgiu naturalmente o problemade saber
guem vai comer mais. O fato de os precos a pagar serem
iguais ndo quer dizer nada, porque, nos restaurantes, o
preco ndo costuma ser proporcional a quantidade de
comida servida. Augusto argumenta que, se tivesse uma
régua, poderia medir os didmetros, calcular as areas e
verificar seaéreadapizzagrande émaior, igual ou menor
do que a soma das areas das outras duas. Porém, ndo
havia régua disponivel. Pensando um pouco, Jodo, bom
gebmetra, declarou ter resolvido o problema, dizendo que
assim que as pizzas chegassem diriaquem comeriamais,
€ para isso usaria apenas objetos que estavam em cima
damesa. Augusto, estupefato, duvidou. “ Como é possivel ?
N&o temos instrumento de medida algum. Em cima da
mesa sd ha talheres, copos, guardanapos e o cardapio,
responsavel por nossa incrivel discusséo!” A espera ndo



foi longa e as pizzas chegaram. Rapidamente, entdo, Jo&o cortou ao meio
cada uma delas, obtendo as areas A, B e C.

&

AN
NI

Sobre a mesa (de marmore) juntou os diametros para formar um
trigngulo.

Utilizando o canto do cardapio como um modelo para o angulo reto,
Jodo verificou que o0 angulo, o, oposto ao didmetro da maior metade era
menor do que 90° e declarou “eu como mais’. E Augusto, apos pensar
alguns momentos, concordoul.

Qual é a explicacdo?
A explicacdo depende de doisresultadosimportantes. O primeiro bastante
conhecido e 0 segundo ndo muito.

1. Arazdo entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado
da razdo de semelhanca.

2. Se figuras semelhantes séo construidas sobre a hipotenusa e sobre
0s catetos de um triangulo retangulo, entdo a area da figura maior
€ igual a soma das areas das outras duas.

A demonstracdo desse segundo resultado pode ser vistano artigo Mania
de Pitagoras, publicado neste mesmo exemplar.

Para concluir que no nosso problema Jodo estava certo, observe que, se
o € 0 ngulo oposto ao lado a do tridngulo de lados a, b e ¢, temos:
o< a<b’+cte A<B+C,
o> a>h+c2< A>B+C,
Portanto, se hanossa historia Jodo constatou que 0 angulo o, eramenor

gue 90°, entdo a &rea da semipizza grande era menor que asomadas éreas
das outras duas metades.

RPM/Estagio OBMEP



RPM/Estagio OBMEP

Segunda histéria

Diasdepois, Augusto, afobado com o calor, sentaem um bar e pede um
chope (na verdade, o primeiro de muitos). Nesse lugar, o chope é servido
em “tulipas’, que sdo copos com aformade um cone invertido. O gargom
chega com a bebidaao mesmo tempo que Jodo encontraseu amigo. “Como
val, Jodo? Sente e tome rgpido a metade deste copo. Eu tomo a outra
metade.” A fisionomiade Jodo mostraa gumatristeza. Como determinar a
altura do nivel dabebida quando um copo conico contém a metade do seu
contelido? Augusto entdo alivia a situagdo. “Meu caro amigo, para esse
problema, seus artificios sao insuficientes. Eu hoje vim prevenido e trouxe
umaréguae umacal culadora. Descul pe abrincadeirae vamosjuntosresolver
0 nosso problema.”

Augusto entdo saca de sua régua, calculadora, caneta e sobre um
guardanapo mostra a solucéo sob o olhar de um estupefato gargom.

— Observe, Jo&o, que o copo tem 20 cm de atura. Desejamos obter a
atura da superficie do liquido que corresponda a metade do volume do
copo. Paraisso, precisamos recordar dois outros fatos:

3. Toda secdo paralela a base de um cone forma um outro cone
semelhante ao primeiro.

4 . A razao entre o volume de sdlidos semelhantes € igual ao cubo da
razdo de semelhanca.
Augusto continua sua explicacéo.

“ Sevocétiver tomado uma parte do contelido deste copo, teremos aqui,
por 2, dois objetos semelhantes: o cone formado pelo liquido e o proprio
copo. A razdo de semelhanca entre esses dois cones € a razdo entre suas
alturas, ou sgja, h/20. Como desejamos que o liquido tenha a metade do
volume do copo, por 3, podemos escrever:

1 (kY k1
2 |20 %92 20 P2

Assim, a dtura que corresponde a h

20

metade do volume do copo é 4 =103/4 cm.”




Jodo concorda com a perfeita explicacdo, mas repara que a resposta
nao resolve ainda o problema porgue el e ndo tem amenor idéiade quanto é

103/4 . Eentdo Augusto, com a sua cal culadora e seu sorriso ironico, diz:
—“Ah! é bom saber que esse valor da aproximadamente 16 cm”.

Bem. O problema foi resolvido e o chope, jA meio quente, foi
adequadamente dividido. Falta apenas o final dahistéria.

Nessa altura, as pessoas das outras mesas ouviam atentamente NOSsos
personagens com um misto de admiragéo e espanto. Nisso, Jodo faz uma
descoberta, que anunciaem alto e bom som: —* Esse problema me revela
gue quando somos servidos em tulipas com 4 cm de colarinho estamos
tomando apenas metade do conteido do copo. Assim, se eu digo que tomei
10 chopes, naverdadetomei 5, maspaguei 10!”.

E foram expulsos do bar.
Baseado no artigo

Semelhancas, pizzas e chopes
Eduardo Wagner, RPM 25
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Sorrisos, sussurros,
antenas e telescopios

Elipses, sorrisos e sussurros

Para cuidar do sorriso dos pacientes, os dentistas
utilizam umaluminariacom espelho eliptico.

De maneira diferente dos hol of otes comuns, como os
farGis de carro, que refletem os raios luminosos em uma
mesma direcdo (valendo-se, para isso, de um espelho
parabdlico), os holofotes dentarios se valem de espelhos
elipticos paraconcentrar osraios|uminosos emitidos pela
|&mpada em um determinado ponto: o dente a ser tratado.

Isso é possivel devido ao fato de que, como veremos
adiante, todo raio emitido em um dos focos se dirigira,
apos a reflexdo no espelho eliptico, exatamente para o
outro foco (estamos pensando na elipse plana com focos
na lampada e no dente sendo tratado e parcialmente
contida no espelho eliptico). Isso também explica o
funcionamento de diversos aparel hos de emisséo deraios
usados em tratamentos médicos, como, por exemplo, o de
radioterapia, cujosraiosdevem destruir ostecidos doentes
sem afetar os tecidos sadios que se encontram ao redor.

Jaas salas de sussurros sdo construgdes de formaoval
onde estdo marcados dois pontos no chdo. Duas pessoas
em pé, uma em cada um desses pontos, podem se
comunicar em voz sussurrada, inaudivel no restante da
sala. A forma da sala é de fundamental importancia.

Ao projetéla, fixam-sedoispontos P e Q, queficam



na altura da cabeca das pessoas que vao se E
comunicar. A seguir, toma-se umaelipse E que

admita P e Q como focos, e asalaé construida

de tal maneira que qualquer plano que passe

por esses pontos intercepte a sala segundo uma

elipse congruente com a escolhida.

A elipsedefocos P e Q épor defini¢do o conjunto dos pontos de um
plano por P e Q tais que a soma das distancias do ponto aos focos é
constante. Assim, todas as ondas sonoras emitidas em um dos focos, ao se
refletirem nas paredes da sala, chegaré@o ao segundo foco tendo percorrido
amesmadistancia, ou sgja, a0 mesmo tempo, 0 que, sem dlvida, proporciona
umaamplificacdo natural do som, explicando o funcionamento das salasde
sussurros. Vejamos entdo uma propriedade da elipse da qual decorre a
propriedade de reflexdo mencionada.

Propriedade

Sgja uma elipse E comfocos P e
Q esgaumponto X e E. Nesse caso
areta r,tangentea E em X, forma
angulos iguais com PX e QX P 0

Paran&o quebrar a continuidade do estudo das propriedades de reflexdo
das outras conicas, colocamos a demonstracéo da propriedade da elipse no
final do artigo.

Para concluir que a propriedade da elipse garante os fenébmenos
anteriormente citados, lembremos duas leis fisicas sobre a reflex&o. A
primeira diz que o angulo deincidénciae o angulo dereflexdo em um plano
sdoiguais. A outralei diz que areflexdo em cada ponto de uma superficie
se comporta como se fosse no plano tangente a superficie, no respectivo
ponto. Logo, apropriedade garante os fendmenos de reflex&o mencionados.

Por que as antenas sdo parabdlicas?

A palavraparébola esta, para os estudantes do ensino médio, associada
ao grafico da funcdo do segundo grau. Entretanto, quase todos conhecem
as antenas parabdlicas, mas nem todos fazem ligagdo entre uma coisa e
outra. Os espel hos dostel escopios e dos fardis dos automévei s também sdo
parabdlicos. Por qué?
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Consideremosumareta d e um ponto F.
A pardbolade foco F ediretriz d &, por
definic&o, o conjunto de todos os pontos do
plano definido por F e d cujadistanciaa
reta d éigual adistanciaao ponto F. O
segmento EF chama-se par@metro da
pardbolae o ponto médioV, médiode EF, é
0 Vértice da pardbola.

A equacdo da par abola
Em um sistema de coordenadas, n&o é dificil encontrar a equagdo da

parébola, dados o foco e a diretriz. Tomemos F = (0, p) como foco e
y =—p como diretriz.

Se P=(x y) étd que PF=PD, temos V* +(y—p)> =y+p.
Elevando ao quadrado e cancelando os termos iguais dos dois lados,

2

obtemos. x*=4py ou y= %x , 0 gque mostra que a equagdo de uma
P

pardbolaédaforma y =ax? (umafuncéo polinomial de grau 2).

y A
/
\\ /
\\ //
\\ /
71P=xY)
FXQO,p) L
SNo _// x‘
U A L
D

Reciprocamente, dada uma fungdo da forma y = ax?, é fécil provar
1
gue qualquer um de seus pontos possui distanciaao ponto (0, E) igual a

1
distanciaareta y =— 12 0 que mostraque o gréfico de y = ax? éuma

pardbola. Com um pouco mais de trabalho, o leitor podera demonstrar que
ogréficode y=ax?+ bx +c (comaz0) é também uma parabola,



exatamente igual ao gréfico de y = ax?, mas agora com vértice no ponto
b 2

(5.
2a

Antenas e espelhos

Vamos voltar agora as nossas perguntasiniciais. Por que as antenas que
captam sinais do espaco sdo parabdlicas? Por que os espelhos dos faréis
dos carros sdo parabdlicos? Nas antenas os sinais que recebemos (ondas
de rédio ou luz) sdo muito fracos. Por isso, € necessério capta-|os em uma
area relativamente grande e concentré-los em um Gnico ponto para que
sejam naturalmente amplificados. Portanto, a superficie da antena (ou do
espelho) deve ser tal que todos 0s sinais recebidos de uma mesma direcéo
sejam direcionados para um Unico ponto apos a reflexdo. Nos fardis dos
carros usa-se a propriedade em direcdo contraria: os raios de luz emitidos
pelalampada se refletem no espel ho parabdlico e saem paralel osiluminando
umaregiao maior.

N Ve

Esses fendbmenos sdo garantidos pela propriedade enunciada a seguir.
N&o demonstraremos agui essa propriedade, umavez que suademonstracéo
€ analoga a correspondente para a elipse (consultar a RPM 33, p. 14).

Propriedade P

Consideremos agora um ponto P
qualquer da parébola de foco F e
diretriz d. Se PD é perpendicular

a reta d, entdo a reta tangente a F 9
pardbola em P forma angulos N
iguais com PF e PD. ™ L ;
o N
/ D D
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A hipérbole e os telescopios

Dados dois pontos F e F’, ahipérbole de focos nesses pontos é o
conjunto dos pontos de um plano por F e F' cujadiferencadas distancia
a F e F' éuma constante.

De modo andlogo a elipse e a pardbola, a hipérbole também tem uma
propriedade de reflex@o que é conseqliéncia da enunciada a seguir (0s
interessados poderdo encontrar uma demonstracdo na RPM 34, p. 27).

Propriedade

Seja uma hipérbole com focos F e F' e sga um ponto P da
hipérbole. Nesse caso, a reta t, tangente a hipérbole em P, forma
angulos iguais com PF e PF'.

A propriedade garante que um raio de \ 4
luz proveniente de um ponto A, deformaque \\ AN
areta AP passe pelofoco F', queincide L N
num espel ho hiperbdlicoem P, sgjarefletido /
de modo a passar pelo outro foco F. ///

O telescopio refletor nadamais é do que
um espel ho parabdlico no fundo de um tubo.
Os raios provenientes de um corpo celeste

/
. , = / & ya
distante (estrela, galéxia, planeta, etc.) @ - <
A\
<

N

formam um feixe praticamente paraelo, que
sereflete no espelho evai formar aimagem
do objeto nofoco F.

O problemaagora € que, paraobservar essaimagem, o observador teria
de estar com seu olho no foco daparabola, masisso éimpossivel naprética.

Isaac Newton (1642-1727) resolveu
esse problema em seu telescopio refletor,

colocando um espelho plano E entre o 4 _ E <
espelho parabolico e o foco F. Com isso, "‘:7F
osraiosqueiriam formar aimagemem F K<
sdo novamenterefletidos e vao formar essa L

imagem num ponto F' fora do tubo do F

telescopio, onde se posicionao observador.



Em 1672 o astrbnomo francés
Cassegrain prop0s a utilizagdo de um
espelho hiperbdlico E, emlugar do espelho
plano de Newton. Um dos focos da
hipérbole coincide com o foco F da
parabola.

Agoraosraiosqueiriamformar aimagem no foco F sdo refletidos pelo
espelho E e formar&o essaimagem no outro foco F' da hipérbole.

Para compreender avantagem desse espel ho hiperbdlico de Cassegrain
sobre o0 espelho plano de Newton, devemos observar que o espelho plano
ndo pode ficar muito préximo do foco F, sob penade o ponto F’ ficar
dentro do telescdpio; em conseqiiéncia, 0 espelho plano precisa ser de
razoavel tamanho, o que resultanum bloqueio significativo daluz incidente
no espel ho parabdlico que formaa parte principal do telescopio.

O espelho de Cassegrain, pel o contrario, pode ser construido maisproximo
ou mais afastado do foco F, mantendo-se fixa a distancia FF’ entre os
focos da hipérbole; em consequiéncia, o tamanho desse espelho pode ser
maior ou menor. A disténcia entre os focos F e F’' também pode ser
alterada sem mudar a posicéo do foco F. A combinac&o desses fatores
permite grande flexibilidade na montagem do refletor hiperbdlico E,
adequando-a, assim, as exigéncias das observacdes.

Demonstracéo da propriedade da elipse

Lembramos que, tal como na circunferéncia, umareta r é tangente a
umaelipse E noponto X se, esomentese, r n E={X}.

Denotando a distancia entre dois pontos R e S por d(R, S e

caracterizando a elipse E como o lugar geométrico dos pontos X que
satisfazem a propriedade métrica,

d(X, P) + d(X, Q) =k (constante),
segue-se que um ponto A ndo estara na elipse se e somente se
d(A, P) + d(A Q) # k.

Logo, umareta r seratangente aelipse E em um ponto X see
somente se intersectar E em X e qualquer que sgja o ponto A em r,
A#X, setenha
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d(A, P) + d(A, Q) # d(X, P) + d(X, Q)

Seja, agora, um ponto X naelipse E etomemos umareta r (bissetriz
de um dos angulos formados pelas retas PX e QX) passando por X de
tal formaque o angulo entre PX e r sgjaigua ao angulo entre QX e r.
Se mostrarmos que r € tangentea E em X, teremos mostrado a
propriedade, devido a unicidade datangente aelipse por um de seus pontos.

Seja X um ponto de E, logo d(X, P) + d(X, Q) = k. Tomemos sobre r
umponto A # X econsideremos o ponto P’, ssimétricode P em relagdo
ar.

Areta r éentdo mediatriz de PP'.
Logo, d(X, P) =d(X, P) etambém
d(A, P) =d(A, P). Por construcéo, a
reta r faz angulosiguaiscom XP e
XQ e, pelasimetria, oséngulos AXP e
AXP’ séo também iguais. Dai, os
segmentos XQ e XP’' fazem angulos
iguaiscom r e, portanto, os pontos P’,
X e Q sdo colineares.

Segue-se entdo:

k=d(X, P) +d(X, Q) =d(X, P) + d(X, Q) =d(P’, Q) <d(A, P) + d(A, Q)
=d(A, P) + d(A, Q), ou d(A, P) + d(A, Q) >k, oquemostraque A¢ E.

Concluimos que X €0 Unico ponto de r que pertence aelipse, o que
mostra que essa reta é tangente em X a essa elipse.

Baseado nos artigos

Por que as antenas séo parabdlicas?
Eduardo Wagner, RPM 33

A hipérbole e os telescopios
GeraldoAvila, RPM 34

Elipses, sorrisos e sussurros
Renato J. C. Valladares, RPM 36



A Matematica do GPS

O que é o GPS e como funciona?

O estudo da esfera e seus elementos fica naturalmente
contextualizado quando exploramos sua associagdo com
o0 globo terrestre. Conceitos geograficos como paralelos,
meridianos, latitudes, longitudes e fusos horarios estéo
baseados em importantes idéias geométricas, e o
estabelecimento das relacbes entre eles conduz a
problemas geométricos relevantes. Aqui veremos a
fundamentacdo matemética necessaria para o
entendimento de um moderno sistema de navegacao por
satélites, o GPS.

A sigla GPS é a abreviatura para Global Positioning
System (sistema de posicionamento global). O sistema
NAVSTAR, nome oficial dado pelo Departamento de
Defesa dos Estados Unidos ao GPS, consiste em um
segmento espacial, formado por 24 satélites, um segmento
de controle, formado pelas estacdes terrestres de
gerenciamento, e um segmento do usu&rio. O projeto foi
iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos
Estados Unidos com propésitos militares, elogo estendido
também parauso civil. Hojeemdia, com auxilio do piloto
automatico e do GPS, uma aeronave civil é capaz de
percorrer distancias transatlanticas e pousar sem a
interferénciado piloto com erro de alguns centimetros com
0 eixo da pista. O GPS tem se mostrado Util em diversas
situacles, tais como: roteiro de viagens; monitoramento
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de abal os sismicos; meteorologia; |ocalizagdo pararesgate; monitoramento
de caminhdes de carga.

Os satélites orbitam em torno da Terra a uma altura aproximada de
20.200 km acimado nivel do mar, em seisérbitasestavel s e predeterminadas,
com quatro satélites em cada Orbita. Percorrem uma Orbita completa a
cada 12 horas e cada satélite tem 28° de visualizac8o sobre a Terra. 1sso
asseguraquetodo ponto da superficieterrestre, em qualquer instante, esteja
visualizado por pelo menos quatro satélites. Varias areas da Terra sdo, por
alguns momentos, visualizados por até dez satélites.

Todos os satélites sdo controlados pelas estacdes terrestres de
gerenciamento. Uma*“ estagdo master”, com o auxilio de cinco estagdes de
gerenciamento espalhadas pelo planeta, monitora o desempenho total do
sistema, corrigindo as posi¢des dos satélites e reprogramando o sistema,
guando necessario. Apds o processamento de todos esses dados, as corregdes
e sinais de controle sdo transferidos de volta para os satélites.

Cada um dos satélites do GPS transmite por radio um padréo fixado,
gue é recebido por um receptor na Terra (segmento do usuério), funcionando
como um crondmetro extremamente acurado. O receptor mede adiferenca
entre 0 tempo que o padréo € recebido e o tempo que foi emitido. Essa
diferenca, ndo mais do que um décimo de segundo, permite que o receptor
calcule adistancia ao satélite emissor, multiplicando avelocidade do sinal
(aproximadamente 2,99792458.10° m/s— avelocidadedaluz) pelo tempo
gue o sina deradio levou do satélite ao receptor. Essainformacéo localiza
uma pessoa sobre umaimaginaria superficie esféricacom centro no satélite
eraio igual adistanciaacima calculada.

Cada satélite € programado paraemitir o que se chama efeméride, que
informa a sua posicdo exata, naquele instante, em relacdo a um fixado
sistema ortogonal de coordenadas. Tal posi¢cdo é permanentemente
rastreada, conferida e processada pelas estaces terrestres. Com a posi¢c&o
do satélite e adistanciaacimacal culada, obtém-se aequacéo daimaginaria
superficie esférica.

Coletando-se sinais emitidos por quatro satélites, o receptor determinaa
posicéo do usuario calculando-a como intersecgdo das quatro superficies
esféricas obtidas. A localizacdo € dada, ndo em coordenadas cartesianas,
mas por meio das coordenadas geogréficas (latitude, longitude e aelevacéo).



A precisdo do tempo € essencia na operacdo do GPS. Um erro de um
microssegundo (10° segundos) no registro do lapso de tempo desde a
transmissdo até a sua recepcdo resulta num erro de 300 metros. Unidades
receptoras do GPS extremamente precisas (e caras!) podem determinar
sua posicdo a menos de um metro.

A superficie esférica em coordenadas cartesianas

Em um sistemaortogonal de coordenadas cartesianas em trés dimensdes,
adistanciaentre os pontos P = (X, y, 2) e C = (u, v, w) é dada pelaférmula

d(P,C)= \/(x—u)z +(y—v)* +(z—w)* . Portanto, sendo r um ndmero
real positivo e C = (u, v, w) um ponto fixado, a superficie esférica S de
centro C eraior, que é o conjunto dos pontos do espago cujadistanciaa C
éigual ar, tem equacdo (denominada equagdo reduzida de S):
(X=uP+(y-v)?+(z-w?=r2 1
Desenvolvendo os quadrados em (1), obtemos (a chamada equacédo geral
de 9
X+ Y+ 22— 2XU— 20V - 22W + P + VP + WP — 12 =0 2
gue € uma equacdo da forma
X¥+y’+Z+ax+by+cz+d=0 (©))
onde &, b, ¢, d s&o nimeros reais.

A intersecdo de duas superficies esféricas de centros distintos é vazia, ou
um ponto ou umacircunferéncia, conforme adistanciaentre 0s seus centros
€ maior que, igual a ou menor que a soma dos raios. O teorema a seguir
desempenha um papel importante na fundamentacdo mateméatica do
funcionamento do GPS:

“ Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sdo nao
coplanares, entdo essa intersec¢cdo consiste em um Unico ponto” .

Demonstracao

Sejam S, S, S, e S, superficies esféricas de centros C, C,, C, e C,,
satisfazendo as hipéteses.

Sendo x* +y?+Z*+ax+by+cz+d =0 asequacbesgeraisde S, onde
j=1,2,3,4, aosubtrairmos essas equagdes duas a duas, obtemos equagdes
linearesem X, y e z, umavez que ostermos X2, y? e 2 sdo eliminados.

RPM/Estagio OBMEP

(o]
~



RPM/Estagio OBMEP

Tal equacdo linear determina um plano que contém a correspondente
interseccdo. Por exemplo, subtraindo as equacBes de S, e S, obtém-se a
equagdo de um plano que contém S, N S,. Considerando-se os planos que
conttm S NS, SN S, eS N S, temos que, se P = (X, y, 2) esta em
SNSnN§NS, entdo (%, Y, 2) €solugdo do sistema linear

(@, —a)x+ (b -b)y+(c-c)z+(d, -d)=0
*) (a,—a)x+ (b, -b)y+(c,-c)z+(d, -d)=0
(g —a)x+ (b -b)y+(c,-c)z+(d,-d)=0
A demonstragdo do teorema estaré terminada se mostrarmos que o sistema

(*) tem uma Unica solucdo, pois a existéncia de dois pontos distintos em
SN §nN § N S, acarretaria duas solugdes distintas do sistema linear (*).

Sendo C= (uJ., v, vvj) o centro de S, j =1, 2,3, 4, comparando as equacbes
(2) e (3), temos a =-2u, bj =-2v, ¢ =—2w de modo que

a—ay b=by ¢-c Uy =l V=V W =W
al_a3 bl_b3 Cl_C3 :8 Z/l3_1/l1 V3_vl WS_Wl

al _a4 bl_b4 Cl _C4 u4_u1 V4_V1 W4_Wl

ComoC, C,, C,, C, sdo ndo coplanares, segue que o determinante adireita
€ndo nulo e, portanto, (*) éum sistemalinear com determinante ndo nulo,
tendo assim uma Unica sol ugao.

Note que o simplesfato de o sistemalinear (*) ter umanicasolucdo, o que
equivale a dizer que os centros sdo nao coplanares, ndo acarreta
necessariamente que ainterseccao das quatro superficies esféricas consiste
em um unico ponto P. A hipdtese S N SN §,N S, # & é essencial paraa
validade do teorema. E interessante observar que, nasituagdo real do GPS,
essa hipétese é comprovada pela existéncia do préprio usuario!

As coordenadas geogr aficas de um ponto do espaco

Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas com origem
O no centro da Terra, 0 eixo Oz positivo apontando na direcdo do Pdélo
Norte, o plano Oxy sendo o plano do equador com o eixo Ox positivo cortando
0 meridiano de Greenwich e 0 eixo Oy positivo cortando o meridiano de
longitude 90°E.



Dado um ponto P = (X, y, 2) do espago, sejam 6 e ¢ as medidas dos
angul os assinal ados nafigura a seguir.

(0,0,2)=B |,
0 = m(LAOP) P=(x,y,2)
¢ =m(£LCOA)
¢
(X,O’O)_(:/' A=(x,y,())

Quando P esta sobre a superficie terrestre, os valores 6 e ¢ acima
indicados correspondem exatamente ahabitual latitude e longitude do ponto
P e, por isso, manteremos a mesma nomenclaturapara 6 e o.

A diferenca entre OP=d(0,P)=+/x*+y*+z* eoraio daTerra é
chamada elevagdo (ou atitude) de P = (x, Y, 2).

A latitude, a longitude e a elevagdo sdo chamadas coordenadas
geogr &ficas do ponto P. Vejamos como relacioné-las com as coordenadas
cartesianas de P.

No tridngul o retangulo AOPB dafiguraacima, temos:
OB z

cos(90-0)=senf=— = ——o.
Jx2 + 422

Essa expressao atribui a 6 um Unico valor entre 0 e 90° quando z> 0
e um unico valor entre—90° e 0 quando z < 0. No primeiro caso, dizemos
gue alatitude de P € 6° N (norte), enquanto no segundo alatitude de P é
(=6)° S(sul). Por outro lado, no tridngul o reténgulo AOAC temos

AC y ocC x
sen@p=—=——— ¢ CosSP=—=

04 ,x2+y2 0A ,x2+y2‘

Essas expressdes definem um Unico ¢ entre 0 e 180° quandoy >0 e
dizemos que alongitude de P é ¢° E (leste). Quando y <0, ¢ assumeum
Unico valor entre —180° e 0 e, nesse caso, a longitude de P é (-6)° W
(oeste).
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Como exemplo, vamos determinar as coordenadas geogréficas do ponto
P cujas coordenadas cartesianas sdo dadas, em metros, por

P=(3/3.10°,-3.10°, 6+/3.10°) .

Temos x?+ y2+ z2 = 27.102+ 9.10% + 108.10* = 144.10*? e
X2+ y? = 27.102+ 9.10"2 = 36.10%.

6
Logo, sen6:6ﬁ'l(z :ﬁ; portanto, 6 = 60°.
12.10 2
6 6
Como sen(p:3'106:—l @:3\/5'12 :—ﬁ, obtemos
6.10 2 6.10 2

¢ = —30°. Assim, as coordenadas geograficas de P sdo 6 = 60° N e
¢ = 30° W. Supondo o raio da Terraigua a 6,4.10° metros, temos que a
elevacdo de P mede 12.10° — 6,4.10° = 5,6.10° metros.

Uma situacéo real

O exemplo abaixo retrata umasituacdo real em que um usuério do GPS
€ detectado por quatro satélites. A tabelaindica as efemérides (em metros)
de cada satélite tomadas em relacdo ao nosso fixado sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas.

X y z
Satélitel | 1,877191188.10° | —1,064608026.10" | 2,428036099.107
Satélite2 | 1,098145713.10" | —1,308719098.107 | 2,036005484.10"
Satélite 3 | 2,459587359.10" | —4,336916128.10° | 9,090267461.10°
Satélite4 | 3,855818937.10° | 7,251740720.10° | 2,527733606.10"

O receptor GPS registra 0s seguintes lapsos de tempo (em segundos)
entre a transmissdo e a recepcdo do sina de cada satélite.

Satélite 1 Satélite 2 Satélite 3 Satélite 4

0,08251731391 | 0,07718558331 | 0,06890629029 | 0,07815826940
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Note que as informacfes transmitidas no sistema GPS envolvem, por
uma questdo de precisdo, dez ou mais digitos, tornando imprescindivel a
utilizag&o de cal cul adoras ou softwares com capacidade de resol ver sistemas




lineares com coeficientes dessa ordem. Outra aternativa, abrindo méo da
precisdo, é trabalhar com um nimero menor de digitos e utilizar anotagao
cientifica

Multiplicando cada lapso de tempo pela velocidade da luz,
2,99792458.10% m/s, obtemos a distancia entre o receptor e cada satélite.
Isso permite escrever as equacles reduzidas das superficies esféricas
centradas em cada satélite e raios iguais as distancias calculadas:

S,: (x—1,8.10°)*+ (y + 10,6.10°)2+ (z - 24,2.10°)* = 611,9.10%

S,: (x—10,9.10°)2+ (y + 13.10°)?+ (z - 20,3.10°)? = 535,4.10%

S,: (x—24,5.10°)2+ (y + 4,3.10°)2+ (z— 9.10°) = 426,7.10"

S,: (x—3,8.10°)2+ (y — 7,2.10°)?+ (z— 25,2.10°)? = 549.10"

Desenvolvendo os quadrados, obtemos as respectivas equacdes gerais,
e o sistemalinear (*) € dado por

18,2x— 4,88y — 7,84z 76,52.10°= 0

45,43x + 12,61y — 30,38z 185,23.105=0

3,95x + 35,79y + 1,99z - 62,95.10°= 0
cujaUnicasolugdo é x = 0,5660.107, y=0,0978.10" e z=0,2775.10".

O ponto P com essas coordenadas cartesianas pertence simultaneamente
asquatro imaginérias superficies esféricas e suas coordenadas geogréficas,
calculadas como no paréagrafo anterior (considerando o raio daTerramedindo
6,378164.10° metros), séo

Latitude: 6 =26° N; Longitude: ¢ =10° E; Elevac&o: 919,71 metros.

Consultando um atlas geogréfico ou um globo terrestre, identificamosa
posicdo desse usuario do GPS como sendo a cidade de Djanet, localizada
nos Montes Téssili, nafronteiraentre Argéliae Libia

Baseado no artigo
A Matemética do GPS
SérgioAlves, RPM 59
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O problema do amigo oculto

Por ocasi&o das festas de fim de ano, um grupo de 9
pessoas resolveu plangjar acélebre brincadeirado “amigo
oculto (ou secreto)”. Foi escrito 0 nome de cada pessoa
em um papelzinho, e procedeu-se ao sorteio, para
determinar quem iriadar presente aquem. Feito o sorteio,
logo apareceu alguém quetirou asi mesmo. Sendo contra
asregrasdabrincadeiraque alguém presenteileasi mesmo,
e para preservar 0 sigilo, foi necessério proceder a outro
sorteio. No segundo sorteio, 0 mesmo fendmeno ocorreu,
dessa vez com outra pessoa. Uma das pessoas presentes
levantou a questdo: “Isso vai ficar acontecendo a vida
toda? Qual a probabilidade de isso acontecer?’.

Na realidade, essa é uma ocorréncia de um célebre
problema de Andlise Combinatoria, o das chamadas
permutacdes cadticas.

Cada sorteio define umafuncéo f do conjunto das 9
pessoas em si mesmo. f(x) = y significa que x deve
presentear y. Como duas pessoas diferentes ndo podem
tirar o mesmo amigo oculto (o sorteio é feito sem
reposicao), etodas as 9 pessoas serdo presenteadas, f
€ uma bijecdo do conjunto A das 9 pessoas sobre si
mesmo, ou Seja, uma permutagdo desse conjunto. Alguém
serdamigo oculto de si mesmo quando existirem A um
certo x tal que f(x) = x. Na nomenclatura usual de
fungdes, umtal x échamado pontofixode f. O problema
agora consiste em determinar, dentre o total das 9! =
362.880 permutacbes dos elementos de A, quantas sdo



as que tém ponto fixo — correspondentes aos sorteios fracassados — e
guantas ndo tém ponto fixo — correspondentes aos sorteios que deram
certo. Pode parecer estranho que justamente os casos que aqui “déo certo”
€ gue sdo chamados, ha nomenclatura classica, de permutacdes cadticas.
O motivo é que essanomenclaturase prende ainterpretaco de permutactes
como “arrumacdes’ dos elementos 1, .. .,9 noslugaresde 1 a 9; uma
permutacdo cadtica é entdo uma permutacdo em que todo o mundo esta
fora de seu lugar “natural”.

Antesderesolver o problema, vamosintroduzir umaformade representar
permutacdes. Adotando o classico simbolo a — b para designar que
f(a) =b, enumerando as pessoasde 1 a 9, uma possivel permutacéo é,
por exemplo:

1-82-1 3-3 4—-95—-7 656 754 8—-2 955

Observe que podemos colocar essas informagdes na seguinte ordem:
| >8—>2—1 3—>3 4-59->5->7—->14 6—6

Note gque as pessoas 1; 8; 2; 1 formam, nessa ordem, um ciclo (de
tamanho 3): 1 presenteia 8, que presenteia 2, que presenteia 1.
Representaremos esse ciclo por (182). O mesmo ciclo poderia ser
representado também por (821) ou (218) (certo?), mas ndo por (128),
guesignificaria 1 —» 2 — 8 — 1, queédiferente. Situagcdo andlogaocorre
comoselementos 4; 9; 5; 7, queformamociclo (4957). Ospontosfixos
3 e 6 podem ser considerados como ciclos detamanho 1. Desse modo, essa
permutacdo pode ser representada por: (182) (3) (4957) (6). Repare
gue, setrocarmos os ciclos de lugar, nada muda nas informagdes, de modo
gue amesma permutacao poderiaser representada, por exemplo, por (4957)
(6) (3) (182). Jatrocar aordem das pessoas dentro dos ciclos pode alterar
OU hdo a permutagdo, como vimos.

Fica claro agora que, quando procuramos as permutacdes que nao
possuem pontos fixos, estamos procurando quais as permutacdes que ndo
apresentam ciclos de tamanho 1.

Para adquirir uma familiaridade com o problema, comecemos por
examinar como seria o problema com ndmeros menores. Chamando de n
0 nuimero de pessoas, e de K 0 numero de permutagdes do conjunto
dessas pessoas, que ndo tém elementos fixos, entdo a probabilidade de que
0 sorteio “dé certo” sera p = K /n!.

RPM/Estagio OBMEP
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Para n =1, aUnica permutacdo que existe & 1 — 1, ou, ha nossa
notacdo: (1), aqual tem ponto fixo. E claro entdo que K,=0ep=0.

Para n =2, asduas permutacdes sdo: (1) (2) e (12). Sb asegundaé
cadtica; portanto: K,=1 e p,= 1/2.

Para n =3, existem 6 permutacdes: (1)(2)(3), (1)(23), (2) (13),
(3) (12), (123) e (132). Dessas, sb as duas Ultimas ndo tém ciclos de
tamanho 1, isto €, ndo tém pontos fixos. Logo, K,=2 e p,=1/3.

E claro que n&o podemos contar dessa maneiraparao cason=9, com
um total demaisde 300 mil permutagdes. Vamos entdo fazer um raciocinio
mais sutil, para esse caso. | maginemos todas as permutagdes cadticas das
9 pessoas. Fixemos a atencdo na pessoa de nimero 9. Em qualquer das 9!
permutacdes, essa pessoa tem que estar em algum ciclo de tamanho maior
gue 1 (lembre-se de que ndo ha ponto fixo numa permutacdo cadtical).
Chamemos entdo de D, o nimero de permutagdes cadticas (das 9 pessoas)
em que a pessoa 9 esta num ciclo de tamanho 2, e de B, o numero de
permutacdes cadticas (das 9 pessoas) em que apessoa 9 estd num ciclo
de tamanho maior que 2. E claro que K, = B+ D,

Se tomarmos uma permutacédo cadtica em que 9 esteja hum ciclo de
tamanho maior que 2 (por exemplo, (15) (3246) (798)) e*suprimirmos’
0 9, obteremos uma permutacdo cadtica das 8 pessoas restantes (no
exemplo anterior, obteriamos: (15) (3246) (78)); por outro lado, o caminho
inverso— ou sgja, “inserir’ 0 9 nessapermutacdo cadticadas 8 primeiras
pessoas, para obter uma permutagdo cadticadas 9 originais — pode ser
feito de 8 maneiras diferentes, como vemos no exemplo dado:
(195)(3246)(78), ou (159)(3246)(78), ou (15)(39246)(78), ou
(15)(32946)(78), ou (15)(32496)(78), ou (15)(32469)(78), ou
(15)(3246)(798), ou (15)(3246)(789)). Narealidade, o processo descrito
nesse “caminho inverso” consiste em substituir cada flecha a — b por
a— 9 — b. No exemplo, fizemos isso, sucessivamente, com as flechas
1-55-513-522-544-56,6—>53, 7—>8, 8—>7, quesioas
oito flechas da permutac&o. Portanto, a conclusdo € que cada permutacéo
cadticade 8 pessoas gera, por esse processo, 8 permutacdes cadticas de
9 pessoas nas quais apessoa 9 esta num ciclo de tamanho maior que 2,
ousga B, =8K,

Se tomarmos agora uma permutacdo cadtica em que 9 estgja num



ciclodetamanhoigual a 2 (por exemplo, (178) (3426) (59)) e“ suprimirmos’
0 9, obteremos ndo uma permutacdo cadtica das 8 pessoas restantes, e
sim uma permutagdo das 8 pessoas com um Unico ponto fixo (no exemplo
anterior, obteriamos: (178) (3426) (5)). Essa pode ser olhada como um
ponto fixo (no caso, 0 5) justaposto auma permutagdo cadticadas outras 7
pessoas. Como existem 8 candidatos a serem o ponto fixo, conclui-se que
cada permutacdo cadtica de 7 pessoas gerara, pelo processo de
“acrescentar” 0 9 ao ponto fixo, 8 permutacbes cadticasde 9 pessoas
nasquais 9 estanum ciclo detamanho 2, ousga B, =8K..

Como K, = B, + Dy, segueque: K = 8K, + 8K..

O leitor pode agora repetir o mesmo raciocinio para n emvez de 9,
paraconcluir que:
K,=(n=-DK_, +(n-DK ..
Dividindo por n! e simplificando, passa-se as probabilidades que nos
interessam, obtendo:

1 1
Py =1=)py i +=Pys. *)
n n

Essa € uma formula de recorréncia, que permite calcular p , umavez
que ja saibamos as probabilidades anteriores p_, e p,_,. Por exemplo:

.l+ 0=
2

W | —

1 1
= 1—— + — =
p3=( 3)172 3Pl

2
3
3.
4

N | =

—(1_1) +l = l+l
Ps 4193 4192 374

P
0=10,00000
1/2 =0,50000
1/3=0,33333
3/8=0,37500
11/30 =0,36667
53/144 = 0,36806

Continuando, encontram-se;

NN | B~ |W[IND |~ ]S

e assim por diante.
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Para obter uma formula geral, observemos que aférmula (*) pode ser
escrita como:
p,—p,, = (=Un)(p,,- p,,) ouanda chamandop — p, , ded , como:

d, = (-/myd_,.

Observando aindaque d, = p, — p, = 2 - 0 = 1/2, tem-se, suces-
sivamente:

1 1 111 1 (1)1
dy=—; dy=——dy=———=-—; dy=——dy=——| —— |=—;etc.
ST TR T T T ( ]

Deum modo gerd: d, =(-1)" l'
n:

Por fim, arelagdo p —p,, =d, acareta
1 1 1 .1
Py =(P2=P)F(P3=P)+ oA Py = pp) = e HEDT

gue é aférmulagera gque resolve o problema.

Observando atabela de valores de p,, o leitor vai reparar que esses
valores crescem (cada vez menos) quando n passa de impar para par, e
diminuem (cadavez menos) quando n passade par paraimpar, sugerindo
que p, devatender a se aproximar de um certo valor (entre 0,36667 e
0,36806), orapor excesso, orapor falta. Isso de fato € verdade. Esse valor
é /e, em que e=2,71828 ¢é acélebre base dos logaritmos naturais. Se o
leitor tiver acesso auma calculadoracom atecla €, poderaverificar que
Ile = el= 0,36788. A justificativa desse fato pode ser feita através da
formula de Taylor para a fungdo exponencial, estudada em Célculo
Diferencial, segundo aqual: e =1+ (X/I!) + (x/2!) + ....

Em suma, pode-se dizer que a probabilidade de que o0 sorteio do amigo
oculto dé certo oscila em torno de aproximadamente 37%
(consegiientemente 63% de ndo dar certo), estando ja bem perto desse
valor apartir de 5, pessoas.

Baseado no artigo
O problema do amigo oculto
José Paulo Carneiro, RPM 28

Sobre 0 mesmo assunto, vejatambém
Amigo oculto, por C. G. Tamm Moreira, RPM 15 e
Uma pequena pérola de Euler, por Geraldo Garbi, RPM 50



O principio da casa dos pombos

A Andlise Combinatéria, que poderia ser chamada
de arte de contar, inspira, frequentemente, temor ou
desagrado aos alunos do ensino médio, as voltas com
problemas mecanicos envolvendo combinacdes,
permutacfes, arranjos, etc.

No entanto, trata-se de uma parte fascinante da
Matemética que contém problemas de enunciado
extremamente simples, mas que exigem, por vezes, para
sua solucao, raciocinios penetrantes e engenhosos.

Grandes mateméaticos, como Euler, atacaram
problemas de Combinatéria. Hoje, com o répido
desenvolvimento da chamada Mateméatica Finita,
principalmente devido ao uso dos computadores, a
Combinatéria cresce rapidamente, atraindo a atengdo de
Muitos matemati cos jovens e promissores.

Um dos principios béasicos da Combinatéria € o
chamado principio da casa dos pombos, ou ainda
principio dasgavetasde Dirichlet, que diz simplesmente:

Se forem dados n objetos, n > 2, a serem
colocados em, no maximo, (n — 1) gavetas,
entdo uma delas contera pelo menos dois
objetos.

Certamente poucos duvidardo da veracidade do
principio. Para os mais céticos pode-se argumentar por
reducdo ao absurdo. Se cada uma das gavetas contiver,
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no maximo, um objeto, o nimero total de objetos col ocados nelas serd, no
maximo, (n— 1), o que éuma contradicao.

Umaaplicacdotrivial do principio é
Exemplo1

Dado um conjunto de 13 pessoas, pelo menos duas delas terdo
aniversarios no mesmo meés.

No entanto, o principio da casa dos pombos se presta a aplicagdes mais
interessantes e significativas do que essa; de outra maneira, ndo valeria a
pena apresenté-lo.

Exemplo2

Escolha 101 nimeros quaisquer dentre os inteiros 1, 2,...,200. Mostre
gueentre os numeros escol hidos hadoisnimerostaisqueum delesédivisivel
pelooutro.

Solucéo

Em primeiro lugar, observe que qualquer inteiro n se escreve sob a
forma n=2%b, sendo k uminteiro ndo negativo, e b um inteiro impar.
Por exemplo, 36 =22x9; 25=2x 25; 16 =2x 1.

Assim, se n pertenceao conjunto {1, 2,..., 200}, n=2%b e b éumdos
nimerosimparesy, 3, 5,..., 199. Ora, ha 100 ndmeros impares no conjunto
{1, 2,..., 200}. Logo, quando escolhemos 101 numeros desse conjunto,
dois deles ter@o suas partes impares iguais, pelo principio da casa dos
pombos; sgjam n, e n, esses numeros. Entéo,

n=2b e n,=2%b.

Se r <s, entdo n,_ divide n,, pois m_2b
n 2rh

n, dividira n,, o que conclui ademonstragao.

=27 Se s<r, entdo

Exemplo 3

Mostre que em um conjunto de n (n > 2) pessoas ha duas pessoas que
conhecem exatamente 0 mesmo nimero de pessoas do conjunto (obs.: se
A conhece B, B conhece A, ou sgja, “conhecer” é umarelacdo simétrica).
Solucéo

Observe, em primeiro lugar, que qualquer das pessoas do conjunto
conhece no minimo zero e no médximo (n— 1) das outras pessoas.



Sga P={A, A, ..,A} oconjuntodas n pessoas. Dividiremos a
demonstracdo em dois casos.
1° caso
Todas as pessoas conhecem pel o menos uma outra pessoa do conjunto.
Nesse caso, podemos colocar as pessoas em n — 1 gavetas como
segue:
12 gaveta: pessoas de P que conhecem exatamente uma outra pessoa do
conjunto P.

22 gaveta: pessoas de P gue conhecem exatamente duas outras pessoas
do conjunto P.

(n—1)2 gaveta: pessoasde P que conhecem exatamente outras (n— 1)
pessoas do conjunto P.

Temos entdo n pessoas a serem distribuidas por (n— 1) gavetas, eo
problema estaresolvido, pois, pelo principio da casa dos pombos, duas das
pessoas ocupardo a mesma gaveta.
2° caso

Uma das pessoas, que chamaremos de A,, conhece zero pessoa (ou
seja, ndo conhece ninguém do conjunto).

Nesse caso, nenhuma pessoa de P conhece A, Portanto, ninguém
conhece maisdo que outras n— 2 pessoas e novamente podemos colocar
as n pessoasem (n—1) gavetas como segue:

12 gaveta: pessoasde P que conhecem zero pessoa do conjunto P.

22 gaveta: pessoas de P que conhecem exatamente uma outra pessoa do
conjunto P.

(n—1)? gaveta pessoasde P que conhecem exatamente outras (n — 2)
pessoas do conjunto P.

Novamente, pelo principio da casa dos pombos, duas das pessoas
ocupardo a mesma gaveta.

O principio dacasados pombos pode ser reformulado da seguinte forma.
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Teorema
Se m pombos ocupam n casas, entdo pelo menos uma casa contém

[m_l:lﬂ pombos ([X] € o maior inteiro menor do que ou igual ax).
n

~ . L. m
Demonstracéo: Se cada casacontiver, no maximo, [
n

] pombos, entéo

<m-1<m,uma

0 nUmero maximo de pombos sera n[
n n

m—ljlS n(m—1)

contradicdo, jAque temos m pombos.

Aindaoutraformulagdo possivel parao principio da casa dos pombos é
aseguinte:

Teorema

Sejam n gavetase r uminteiro positivo dado. Coloquemos a, objetos
naprimeiragaveta, a, objetosnasegunda, e assim sucessivamente, até a,
objetos na n-ésima gaveta. Entéo, seamédia (a, +a,+ .. +a )/n for
maior do que r —1, umadas n gavetas conterd pelo menos r objetos.

Demonstracéo: A demonstracéo é bem simples. Se todos os a forem
menores do que r, entdo

alsr—l; azsr—l; ansr—l. Logo,
a+a+..+a < nr-n=n(r-1), queimplica
(a,+a,+..+a)n<r-1, oqueéumacontradicéo.

Observacao

O teoremaanterior pode ser apresentado sem nenhumareferénciaaobjetos
e gavetas, mas tdo-somente como uma propriedade simples damédia: sea
media dos nimeros naturais a,, a,, ..., a, for maior do que r —1, entéo
um deles devera ser maior do que ou igual a r. O principio da casa dos
pombos pode ser deduzido desse Ultimo teorema. Com efeito, setivermos
n objetos paradistribuir entre (n—1) gavetas, entdo amédia n/(n—1)
certamente serdmaior do que 1. Logo, fazendo r =2, teremos que uma
das gavetas deve conter pelo menos 2 objetos.



O teorema ainda pode ser usado para demonstrar o seguinte resultado,
gue pode parecer surpreendente a primeira vista.

Exemplo 4

S0 dados doisdiscos, A e B, cadaum deles dividido em 200 setores
iguais. Os setores dos discos sdo pintados de branco ou de preto. Sabe-se
gue no disco A h& 100 setores brancos e 100 pretos, em ordem
desconhecida. O niimero de setores brancos de B é arbitrério e desconhecido.

Cologuemos o disco A sobreo disco B de modo que cada setor de A
figue exatamente sobre um setor de B (sempre que dissermos que o disco
A foi colocado sobreodisco B, ficaconvencionado que haessacoincidéncia
de setores).

Mostre que é possivel escolher aposicdo de A de maneiraque existam
pelo menos 100 setores de A que tenham a mesma cor que 0S
correspondentes setores de B.

Solugéo
Coloque A sobre B. Sgja n, o numero de setores sobrepostos com
cores coincidentes.

Mantendo B fixo, gire A deum angulo igual aum setor no sentido dos
ponteiros do reldgio. Seja entdo n, o numero de setores sobrepostos
coincidentes.

Continue com o processo, girando A sempre de um setor no sentido dos

ponteiros dos relégios e obtendo n,, n,, ..., N

E ent&o verdade que o nimero total de coincidéncias é
n+n,+..+n, = (200 x 100) = 2 x (100)>.

Com efeito, fixado um setor do disco B (preto, por exemplo), como o
disco A tem exatamente 100 setorespretos, havera 100 posi¢esem que
esse setor de B terd a mesma cor que o setor correspondente de A.
Assim, o nimero total de coincidéncias sera o nimero de setores de B
(200) vezes 100 (o numero de setores vezes 0 nimero de coincidéncias por
setor).

Ent&o, pelo teorema, temos
(n,+n,+..+n, )/ 200=100 > 100 - 1 (neste caso, r = 100).

RPM/Estagio OBMEP

(0]
-



RPM/Estagio OBMEP

Logo, pelo menos um dos n, deve ser maior ou igual a 100, ou sgja,

para uma das posi¢oes 0 nimero de coincidéncias é de pelo menos 100.

Esperamos que os exemplos apresentados tenham dado uma idéia de

como aplicar o principio da casa dos pombos. Como Matematica sO se
aprende fazendo, propomos a seguir alguns exercicios sobre o assunto. Se
possivel, tente generalizar os enunciados e demonstrar suas generalizacOes.

Exer cicios

1

Mostre que, sedo conjunto {1, 2,..., 2n} retirarmos (n+ 1) ndmerosao
acaso, entéo:

a) umdelesdividirdum outro.

b) dois dos nimeros serdo primos entre si.

. Escolha 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado de lado 2.

Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem
comprimento menor do que ou igual a J2.

. Em uma gaveta, hd 12 meias brancas e 12 meias pretas. Quantas

meias devemos retirar, a0 acaso, para termos certeza de obtermos um
par de meias da mesma cor?

. Chame um ponto B = (X, y, z) de R®*de bom se todas as suas trés

coordenadas forem inteiras. Considere nove pontos bons de Ré. Mostre
que o ponto médio de algum dos segmentos que ligam esses pontos é
bom.

. Sgja X um numero real e n um inteiro positivo. Mostre que, entre os

nameros x, 2x, 3X, ..., (h—1)x, existeum cujadistanciaaalguminteiro
€, no méximo, 1/n.

Baseado no artigo
Principio da casa dos pombos
Jodo Bosco Pitombeira, RPM 08



Probabilidade geométrica:
os problemas dos ladrilhos,
do encontro e do macarrao

Conde de Buffon, os ladrilhos e as agulhas

Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon, nasceu em
7 de setembro de 1707, em Montbard, naFranca, e morreu
em 16 de abril de 1788, em Paris.

Nascido na aristocracia, estudou Medicina e Direito.
Mostrou interesse pela Matematica, tendo descoberto
sozinho aFérmulado Bindmio e mantido correspondéncia
com Cramer sobre Mecanica, Geometria, Probabilidade,
TeoriadosNUmerose Célculo Diferencia elntegral. Mas
era a Natureza a sua paixao. Dedicou-se principa mente
a Historia Natural, tendo sido 0 maior responsavel pelo
crescimento do interesse pelaHistériaNatural naEuropa,
no século XVIII.

No 42 volume do seu Suplemento a Historia Natural,
publicado em 1777, tem 3 de suas 35 se¢des dedicadas ao
Célculo de Probabilidades. Uma delas € Sur le jeu de
franc-carreau (Sobre o jogo do ladrilho), naqual Buffon
discute o jogo do ladrilho e apresenta o Problema da
Agulha, que ndo discutiremos aqui, uma vez que sua
solucdo exige técnicas deintegracéo (pode ser encontrado
na RPM 20). Foi o primeiro escrito sobre o que hoje se
conhece por Probabilidade Geométrica: problemas de
probabilidades que tém espacos amostrais equivalentes a
pontos representados por figuras geométricas. A
probabilidade de um determinado evento pode ser calculada
pelarazéo entre medi das geométricas como comprimento,
area ou volume.
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O jogo do ladrilho

Era bastante jogado pelas criancas francesas no século XVIII. Uma
pequena moeda de raio R é langada ao acaso em um chdo coberto por
ladrilhos quadrados delado £ (¢ > 2r). Ascriancas apostavam que amoeda
cairiainteiramente dentro de um ladrilho.

Buffon notou que a probabilidade de a moeda cair inteiramente dentro
de um ladrilho eraa probabilidade de o centro damoeda cair dentro de um

quadrado delado ¢ — 2r.
(2r
O C)
0|0 Tl

favoréavel ndo favoravel

Essa probabilidade é a razéo entre as areas do quadrado e do ladrilho,
poisaprobabilidade de o centro damoedacair em umaregi&o é proporcional
adreadessaregido. Portanto, a probabilidade de amoedacair inteiramente
(1-2r)?

12

dentro deum ladrilho é

Um exemplo atual: considerando um piso formado por quadrados de
Paviflex de 30 cm de lado e um disco de raio 6 cm, a probabilidade de o
disco cair inteiramente dentro de um dos ladrilhos é igual a

2
Mzﬁzo,% ou 36%.

30? 900
Poderiamos também perguntar, nessa situacéo, qual o didmetro d do
. . o (30—d)?
disco que daria 60% de chances de vitdriaao jogador: T:O,w, 0

gueimplicad = 6,77 cm.



O problema do encontro

Duas pessoas decidiram se encontrar em um determinado local entre 11
e 12 horas. Combinou-se previamente que a primeira pessoa a chegar
esperard no maximo 15 minutos pela outra. Ache a probabilidade P de o
encontro acontecer, admitindo que cada uma das pessoas pode chegar, de
modo equiiprovavel, em qual quer instante entre 11 e 12 horas.

Podemos associar osinstantes de chegada das duas pessoas, no intervalo
de 60 min, entre 11 e 12 horas, a um par (x,y) de [0, 60] x [0, 60]
representados por pontos em eixos ortogonais X e y em R2 Cada ponto
teriacoordenadas x, y numericamenteiguais a quantidade de minutos dos
respectivosinstantes de chegada, 11h exmin, 11h ey min, dasduas pessoas.

De acordo com o enunciado, o encontro somente tera lugar se
|y—x|£15, ou seja, y<x+15e y=2x-15.
Essas duas inequactes definem a regido em cinza da figura.

ya y=x+15
60

Logo, se A é a érea da —y_1s
regido cinza, temos P = 60%A. 4
A =60?-2(45x 45)/2 =

60% — 45* =105x 15=1575

P=1575/3600=04375 ou 10
43.75%.

<V

15 60

O problema do macarr&o

Em uma salade auladistribui u-se um espaguete para cadaa uno, pedindo
acadaum que partisse 0 espaguete, ao acaso, em trés pedacos. Em seguida,
pediu-se que cada um verificasse se era possivel formar um tridngulo com
0S seus trés pedacos.

Colocou-seapergunta: supondo quetodas as possiveis divisdes ocorram
deformaequiprovavel, qual aprobabilidade de se obter um tridngulo?
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O problema pode ser enunciado do seguinte modo:

Dividindo-se aleatoriamente um segmento em trés partes, qual € a
probabilidade de que esses novos segmentos formem um tridngul 0?

Tomemos um segmento dereta AB de comprimento 1. Vamosdividi-lo
em trés partes. uma de comprimento X, outra de comprimento y e a
terceira, naturalmente, de comprimento 1 —x-—.

A x y l-x—-y B

Cada forma de dividir o segmento unitério fica V4
entdo associada ao par ordenado (X,y) com x>0, 1
y>0 e x+y<1 Isso corresponde no plano
cartesiano a regido triangular da figura. Portanto,
cada forma de dividir um segmento em trés partes
esta agora representada por um ponto interior ao
triangulo dafigura

>
1 x

Entretanto, ndo sdo todas as divisdes queformam tridngulos. Um tridngulo
existe se, e somente se, cada lado for menor que a soma dos outros dois.
Isso é equivalente a dizer que, em um tridngulo, cadalado é menor que o
seu semiperimetro, que no Nosso caso €igual a1/2. Temos, portanto,

x<1/?2, y<1l/2el-x—-y<l2oux+y>12

Logo, aregidofavoravel éointerior dotrigngulo v 4
formado pelos pontosmédiosdosladosdotridangulo |
inicial, quetem éreaigual al/4 daareadotridngulo
grande, o quenoslevaaconcluir queaprobabilidade 1/
de que os trés segmentos formem um tridngulo é
0,25 ou 25%.

Baseado nos artigos
Determinagao de probabilidades por métodos geométricos
Nelson Tunala, RPM 20

Probabilidade Geométrica
Eduardo Wagner, RPM 34

O problema do jogo dos discos
Roberto R. Paterlini, RPM 48



Alguns problemas classicos
sobre grafos

O conceito de grafo € simples, porém fértil em
aplicagBes e problemas atraentes. Ele ja foi abordado,
nesta Revista, em pel 0 menostrés ocasi6es: no nimero 3,
guando o Prof. G. de La Penha descreveu o problemadas
pontes de Konigsberg, no nimero 10 (implicitamente),
guando o Prof. J. B. Pitombeira tratou da questéo de
determinar 0 nimero de regides em que n retas em
posicao geral decompdem o plano e, no nimero 11, quando
este mesmo autor estudou o problemadeligar &gua, luz e
telefone em trés casas.

Creio que nossos leitores apreciardo uma andlise do
problema das pontes. E, para aproveitar o embalo,
ofereceremos solucdes diferentes para os outros dois
problemas acima mencionados. E sempre instrutivo ter
diversasalternativas pararesolver questdesinteressantes.

As setes pontes de K onigsberg

Imaginemos um rio, com duas margens A e B. No
rio, duasilhas C e D. Ailha C estaligadaacadauma
das margens por duas pontes. Em cada margem, ha
também uma ponte paraailha D. A sétimaponte ligaas
ilhasentresi.

O problema das sete pontes de Konigsherg consiste
em achar um caminho, ao longo do qual um pedestre,
partindo de uma das margens ou de qualquer das ilhas,
percorra todas as pontes, sem passar mais de uma vez
por qualquer umadelas.
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Este problemafoi resolvido, em 1735, pelo matematico suico Leonhard
Euler. Ele fez a observacdo fundamental de que, para efeito da questao
proposta, as margens e as ilhas sdo como
se fossem pontos A, B, C, D. Aspontes A
S30 COMO arcos que tém esses pontos como
extremidades. Tudo se resume aanalisar o

diagrama ao lado, onde os arcos ligam os 3
pontos, de acordo com a disposicdo das b c D
pontes dada no enunciado do problema. 4 1
O desenho dafigura2, € provavel mente,
0 primeiro exemplo de um grafo a ocorrer B
como model o matemético pararesolver um figura2

problema, que agora se exprime assim:
partindo de um dos vértices A, B, C, ou D, achar um caminho que
percorra todo o grafo sem passar mais de uma vez pelo mesmo arco.

De um modo geral, um grafo é isto: um conjunto finito de pontos,
chamados os vértices do grafo, e um conjunto finito de arcos, chamados as
arestas do grafo. As extremidades de cada aresta devem ser vértices.
Além disso, duas arestas quai squer do grafo ndo podem ter pontosinteriores
em comum: ou sdo disjuntas ou se tocam apenas numa ou em duas das
extremidades.

Euler chamou atencdo para uma no¢ao muito simples, porém crucial,
gue € aordem de um vértice do grafo. A ordem de um vértice € o nimero
dearcos que emanam dele. Por exempl o, no grafo das pontes de Konigsberg,
o vértice C tem ordem 5, enquanto os demais vértices A, B e D tém
todos ordem 3.



Um caminho num grafo é uma sequéncia finita de vértices
A= (A, A, .. Ap) tal que paracada i=1,..,p, A, e A sio
extremidades de uma aresta (juntamente com a escolha da aresta ligando
A _, e A, jaque pode haver mais de uma aresta). Diz-se que o caminho
parte do vértice A, percorre as arestas escolhidas e termina no
vértice A

Um caminho chama-se unicursal quando ndo percorre a mesma aresta
mais de uma vez. Um grafo G chama-se unicursal quando existe um
caminho unicursal gue percorre todas as arestas de G. Observe-se que um

caminho unicursal pode passar varias vezes pelo mesmo vértice.

Todavez que um caminho unicursal chegar aum vértice, deve sair dele
por um arco diferente daquel e por onde chegou. (A menos que esse vértice
seja o fim do caminho.) Portanto, se um caminho unicursal percorrer todas
asarestas do grafo, os vértices desse grafo, com excegdo do inicio edo fim
do caminho, devem ter todos um nimero par de arestas emanando deles,
isto é devem ter ordem par. O vértice que serviu deinicio e o que serviu de
fim para o caminho tém ordem impar. Se o inicio e o fim do caminho
coincidirem (isto &, se o caminho for fechado), ent&o todos os vértices do
grafo, sem excecdo, tém ordem par.

Concluimos entdo que se um grafo é unicursal, ou todos 0s seus
vértices tém ordem par ou exatamente dois vértices tém ordem impar.
No primeiro caso, todo caminho unicursal é fechado. No segundo caso,
um caminho unicursal deve comecar hum dos vértices de ordem impar
e terminar no outro.

Segue-se, dai, que o grafo dafigura 2 ndo € unicursal, pois seus quatro
vértices tém todos ordem impar. Fica, entdo, resolvido o problemas das
sete pontes: é impossivel percorré-las todas, sem passar duas vezes
por alguma ponte.

Observacdo: A cidade de K nigsberg ficavanaPrissia, regido do lestedaAlemanha.
Hoje, elase chamaKaliningrado, pertence a RUssiaeja é possivel percorrer todas
as suas pontes sem passar mais de umavez por cadaumadel as. E quefoi construida
umanovaponte. A bem daverdade, devemos esclarecer também que, defato, Euler
ndo mencionaailha D. No seu mapahaumapeninsula D, apartir daqual orio
Pregel se bifurca, depois de passar pelailha C (que se chama Kneiphof). Mas é
claro que o problemaficabem maisfacil de enunciar se substituirmos a peninsula
por umailha, o que néo faz diferenca alguma do nosso ponto de vista.
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Voltando as antigas pontes de Kdnigsberg, podemos trocar o ponto de
vista terrestre pelo aquético e indagar: seria possivel a um barqueiro (ou
nadador) no rio passar por baixo das sete pontes sem passar mais de
uma vez sob nenhuma delas? Esta questdo, ao que parece, nunca foi
consideradapor Euler. O leitor interessado pode, entretanto, tomar seu | 4pis
e papel. Se tiver um pouco de paciénciava conseguir uma rota adequada
para o bargueiro, como por exemplo adafigura 3.

\\;:/ / ;_
TaT S
AP

figura3

Tendo sido bem-sucedido em sua tentativa, o leitor pode indagar se foi
apenas umaquestao de sorte ou se existe umarazao matemati caque permita
a0 barqueiro cruzar as pontes, do mesmo modo que proibe o pedestre de
percorré-las. Seria possivel reformular este segundo problema em termos
de grafos, como fizemos com o primeiro?

Existe sim, araz&o matemética. E, sim, possivel enquadrar o barqueiro
no contexto dos grafos. Vejamos como.

Um grafo no plano divide esse plano em regides. Por exemplo, o grafo
dafigura 2 determina cinco regides. A regido exterior, que naguelafigura
indicamos com o algarismo 1, e mais quatro regifes limitadas, as quais
indicamos com os algarismos 2, 3,4 e 5 nafigura

Usando essas regides, pode-se, a partir de um grafo G, construir um
novo grafo G*, chamado o dual de G Os vértices de G* sdo tantos
guantas sd0 as regides de G Dois vértices do novo grafo G* estaréo
ligados por tantas arestas quantas forem as arestas adjacentes as regides
correspondentes.

Por exemplo, seja G o grafo dafigura2. Paraformar o grafo dual G*
tomamos cinco vértices, correspondentesascincoregides 1,2,3,4 e 5. A
regido 1, no grafo G, € adjacente atodas as outras. Logo devemos tracar



arestasem G* ligando o vértice 1 atodos os outros quatro. As regides, 2
e 3,3 e 4,4 e 5 sdo adjacentes. Entdo devem existir arestas em G*
ligando os vértices com esses nimeros. Por outro lado, ndo ha outros pares
de regibes adjacentes. Logo ndo ha outras arestasem G*. O grafo G*,
dual daguele nafigura 2, esta desenhado na figura 4.

3 4

2 1 5
figurad

Note-se que, no grafo G*, apenas dois vértices (3 e 4) tém ordem
impar (ambos tém ordem 3). Osvértices 2 e 5 témordem 2 eo vértice
1 tem ordem 4. Portanto G* cumpre a condi¢cdo necessaria para ser
unicursal. Pode-se demonstrar que essa condicéo € também suficiente para
um grafo conexo. Mais ainda, um caminho unicursal no grafo G* deve
comegar num dos vértices 3 ou 4 e terminar no outro. Isso justifica
matematicamente por que um barqueiro pode passar por baixo das sete
pontes de Konigsberg sem repetir nenhuma delas, mas um pedestre n&o
pode fazer seu passeio unicursal ao longo dessas pontes. E que o grafo G
ndo é unicursal, enquanto seu dual G* é Além disso, o percurso do
barqueiro deve comecar ao lado da ponte que liga as duas ilhas e terminar
do outro lado dessa mesma ponte.

De um modo geral, juntamente com o problema de percorrer todas as
arestas de um grafo plano, pode-se sempre considerar o problemadual de,
partindo de uma das regides por €le determinadas, descrever um caminho
gue corte todas as arestas uma Unica vez. Isto corresponde aindagar se o
grafo dual é unicursal.

O leitor é convidado a desenhar diferentes grafos e examinar, para cada
um deles, a possibilidade de tracar um caminho unicursal, no grafo ou no
Seu dual.
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Em quantas regides n retas dividem o plano?

A pergunta formulada acima ndo admite uma resposta Unica. Com 3
retasdistintas, por exemplo, podemosdividir o planoem 4, 6 ou 7 regides,
conforme se vé nafigura5.

4 regides 6 regiodes 6 regiodes 7 regides

figurab

A formulac&o correta do problema, para que ele tenha uma resposta
Unica, é a seguinte: qual é o nimero maximo de regiGes em que n retas
dividem o plano? Evidentemente, 0 nimero maximo de regides ocorre
guando essas retas estéo situadas de modo aterem o nimero méximo possivel
de pontos de interseccdo. Esse nUmero maximo acontece quando:

19) Entre as retas dadas ndo ha paralelas;
2°) Nenhum ponto é a interseccdo de mais de duas retas dadas.

Neste caso, diz-se que as n retas dadas estédo em posicéo geral.

Dadas n retas em posicao geral, para determinar o nimero R de regides
em queelasdividem o plano, procederemos da seguinte maneira. Em primeiro
lugar, tragamos um circul o t&o grande que contenha em seu interior todos
0s pontos de interseccdo das n retas. Os requisitos 19) e 29 acima
asseguram que, para cada duas das n retas dadas, ha um ponto de
interseccdo e vice-versa. Logo, o nimero dos pontos de intersec¢do, todos

n
situados no interior do nosso circulo, é (2 ]: n(n—1)/2.

Na figura 6, temos quatro retas em posicéo geral. Seus 6 pontos de
interseccdo estdo no interior do circulo ali tragado.

Agora consideremos o grafo plano G, obtido quando desprezamos as
partes das retas que ficam no exterior do circulo que tragamos.



figura6

Osvérticesde G sdo as interseccles das n retas duas a duas e mais 0s
2n pontos em que essas n retas intersectam a circunferéncia: ao todo,
temos V =2n+ n(n —1)/2 vértices no grafo G

Asarestasde G sdo 0s 2n arcos de circulo correspondentes e mais 0s
segmentos de reta interiores ao circulo. Sobre cada uma das n retas ha
n+1 vértices, asaber: 0s n — 1 pontos de interseccdo dessareta com as
n-1 outraseos 2 pontosem que elacortaa circunferéncia. Logo, temos
n segmentos, isto €, n arestasdo grafo G, sobre cadaumadas n retas
dadas. Ao todo, so n? arestasde G interiores ao circulo, com o total de
A=n>+2n aestasem G

O nimero R deregifes em que as n retas dadas dividem o plano é
igual ao nimero de regides determinadas pelo grafo G menos uma, que é
aregido exterior ao circulo. A formulade Euler diz que seum grafo com V
vértices e A arestas decompfe o plano em F regides, tem-se
V-A+F=2

Pela formula de Euler temos, portanto, V- A+ R=1, ou sga,
2n + n(n -1)/2 - n?-2n+ R=1, donde R=1+ n(n +1)/2.

Equivaentemente: R L Gh)) :("}r(" )Jr(" ]
2 0 1 2

Agua, luz e telefone

Um problemamuito popular, desde meustempos de ginasio, consisteem
propor que seligue, emtrés casas, &gua, luz etelefone, apartir de 3 centrais
diferentes. Casas, centrais, e ligagdes estédo no mesmo plano. N&o se permite
gue as ligagdes se cruzem.
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N&o é possivel fazer isto. Uma demonstracéo dessaimpossibilidade foi
apresentada no nimero 11 da RPM, usando a férmula de Euler.

No que se segue, daremos uma demonstracdo diferente do mesmo
resultado, sem fazer uso daguela férmula.

Representaremos as centrais de &gua, luz e telefone pelas letras A, L,
T eastrés casas por pontos X, Y e Z. Comecemos ligando éguae luz as
casas X e Y. Obteremos um “quadrilatero” XAYL, cujos lados podem
ser curvilineos.

A central telefonica T pode estar dentro ou foradeste quadrilatero. Isto
nado faradiferencaa gumamas, parafixar asidéias, suponhamos que esteja
fora, como nafigura?.

figura7

Liguemosotelefonenascasas X e Y. Ficamoscomdois* quadrilateros’
adjacentes XAYL e XLYT, os quais decomp8em o plano em trés regides,
que designamos por 1, 2 e 3. (Asregibes 1 e 2 sdo interiores aos
quadrilateros, enquanto aregido 3 € exterior.)

A terceiracasa, Z, deveraestar numadessastrés regides. Examinemos
cada umadas possibilidades. Se Z estiver naregido 1, poderemos ligar-
Ihe &gua e luz porém ndo telefone. Se estiver naregido 2, ficardcomluz e
telefone, mas sem agua. Finalmente, se Z estiver naregido 3, poderater
agua e telefone, mas ndo tera luz. Portanto, as nove ligacGes nao podem
ser todas feitas sem que se cruzem, e o problema esta resolvido.

Baseado no artigo Alguns problemas cléssicos sobre grafos
ElonLagesLima RPM 12



Série harmonica

Introducéo

O objetivo deste artigo € o de fazer uma apresentacdo
simples da chamada série harménica, que possui
propriedades muito interessantes.

Um pouco de Historia

As sériesinfinitas sdo conhecidas desde a antiguidade,
e aprimeira a ocorrer na Histéria da Matemética € uma
série geomeétricade razéo 1/4, queintervém no célculo da
area da parabola feito por Arquimedes.

Depois da ocorréncia de uma série geométrica num
trabalho de Arquimedes, as sériesinfinitas so voltaram a
aparecer na Matemética cerca de 1500 anos mais tarde,
no século XI1V. Nessa época havia um grupo de
matematicos na Universidade de Oxford que estudava a
cinemética, ou fendbmeno do movimento; e, a0 que parece,
foi esse estudo que levou a reconsideracdo das séries
infinitas.

Ao lado dos pesquisadores de Oxford, havia também
pesquisadores em outros centros. Na Universidade de
Paris, em particular, havia um professor chamado Nicole
Oresme (1325-1382), um destacado intel ectual em vérios
ramos do conhecimento, como Filosofia, Matemética,
Astronomia, CiénciasFisicaseNaturais. Além de professor
universitario, Oresme era conselheiro do rei,
principalmente na area de financas publicas; e nessa
funcdo revelou-se um homem de larga viséo,
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recomendando medidas monetérias que tiveram grande sucesso na pratica.
Ao lado de tudo isso, Oresme foi também bispo de Lisieux.

Um dos trabal hos mais notévei s de Oresme sobre as sériesinfinitas esta
ligado a série harmoénica.

Antes, porém, de falar da série harménica, temos de explicar o que
significa dizer que uma série € convergente ou divergente.

Aidéiade“sérieinfinita’ aparece naMateméticaquando imaginamosa
operacdo de somar parcel as sucessivamente sem que essaoperacao termine
apbs um numero finito de parcelas somadas. Deixando de lado qualquer
preocupacao com arigorizacdo desse conceito, vamos examinar algumas
sériesinfinitas simples. Por exemplo,

I 1 1 1 1 1
l+—+—+—+—+—+—+
2 4 8 16 32 64

Trata-se de uma progressdo geométrica infinita de razéo % easoma

de seustermos é dadapor S = Ll =2.

1——
2

Séries que tém soma finita sGo chamadas de séries convergentes. Mas
e facil imaginar séries que ndo sejam convergentes. Por exemplo, é claro
gue as séries
1+2+3+4+5+, 2+4+6+8+, 1+2+1+2+1+2..,
ndo sdo convergentes; elas sdo ditas divergentes. Um exemplo menos

1 2 4 n
trivi Srie div te é rF —+—+—+—+...+——+....
a de série divergente € dado po St3Tats . Para
ver que essa série diverge, basta notar que todos 0s seustermos, a partir do

segundo, s8o maiores do que 1/2.

A série harmoénica
A série harmdnica é uma série muito simples, dada por

o | 1 1 1 1
—=l+—+—+—+=+...
3 4

n=



Como se Vvé, ostermos da série harmbnica estdo decrescendo para zero.
Mas seraque, quando o termo geral de umasérietende azero, elaconverge?
Se for assim — e aprimeiravista parece que é —, entdo a série harmonica
deve ser convergente.

Vamos investigar. Apds a soma de um grande nimero de termos da
série harmbnica, quando chegarmos a n = 10%, n= 10%, n = 10'°, etc,,
estaremos somando t&o pouco que teremos aimpressdo de que a somade
todos ostermos da sérieinfinitarealmente € um nimero finito. Aliés, hoje
em dia, com a ajuda do computador, podemos até fazer calculos
experimentais interessantes.

Vamos supor que féssemos capazes de somar cada termo da série em
um segundo de tempo. Como um ano tem aproximadamente

365,25 x 24 x 60 x 60 = 31 557 600 segundos,

nesse periodo de tempo seriamos capazes de somar a série até
n= 31557 600, obtendo paraasomaum valor pouco superior al7; em 10
anos asomachegariaa pouco maisde 20; em 100 anos, apouco maisde
22. Como se vé, somas parciais de termos da série harmbnica jamais nos
levariam a suspeitar que ela diverge. Pelo contrario, essas somas sd nos
levam a pensar que a série sgja convergente.

Isso, todavia, é falso! Embora surpreendente, esse resultado pode ser
facilmente demonstrado. Paraisso agrupamos os termos da série assim:
1 1 1 1
—+—t—t—+...
2 3 4 5
Sl GG

2 56 7 8 016

Observe agora que a soma dentro de cada paréntese € sempre maior do

gque /2. Veja:

1 1 1 1 1
—+—>—t—=—;

3474 4 2

1 1 1 1_1 1 1 1 1
—t—t—F—>—F—t—t—=—;
56 7 8 8 8 8 8 2

1 1 1 1 1 I 1
ot ot e e T e T T e T
9 10 16 16 16 16 2

e assim por diante.
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Ent&o, Zl=1+l+l+l+l+...>1+l+l+l+...=oo, 0 que
n 2 3 4 5 2 2 2

prova que a série é mesmo divergente.

n=l1

A demonstracdo de que a série harménica diverge, feita pela primeira
vez por Oresme, mostra como é decisivo o papel do raciocinio l6gico para
estabelecer uma verdade que jamais seria descoberta de outra maneira.
De fato, como vimos acima, mesmo somando os termos da série durante
um século (seisso fosse possivel), ndo chegariamos aum resultado que nos
desse qualquer indicio de que a série seria divergente...

Para terminar, vamos fazer mais um exercicio de imaginacdo. Hoje em
dia temos computadores muito rapidos, e a tecnologia esta produzindo
méquinas cada vez mais rapidas. Mas isso tem um limite, pois, como
sabemos, nenhum sinal fisico pode ser transmitido com vel ocidade superior
adaluz. Portanto, nenhum computador poderaefetuar umasomaem tempo
inferior a 102 segundos, que é o tempo gasto pelaluz para percorrer uma
distanciaigual ao didmetro de um elétron. Pois bem, com tal computador,
em um ano, mil anos e um bilh&o de anos, respectivamente, o nUmero de
termos que poderiamos somar seria

315576 x 10%, 315576 x 10® e 315576 x 10*.

Veja os resultados aproximados que obteriamos para a soma da série
harmonica, em cada um desses casos, respectivamente:

70,804, 77,718 e 91,5273.

Imagine, finalmente, que esse computador estivesseligado desde aorigem
do universo, ha 16 bilhdes de anos. Ele estaria hoje obtendo o valor
aproximado de 94,2999 paraasomada série harmdnica, um nimero ainda
muito pegueno... O leitor tem toda razéo em perguntar:

— Como se chega ao nimero 94,2999, se o (idealizado) computador
mais rpido que se possa construir deveria ficar ligado durante 16 bilhdes
de anos?

Sim, ndo ha como fazer essa soma diretamente, mas existem métodos
que permitem substituir asoma S dos n primeiros termos da serie por
uma expressdo matematica que aproxima S e que pode ser calculada
numericamente, 0 que, no entanto, requer conhecimentosde Cdculo Integral .



Alergiapelonumero7

I maginem um matemético alérgico ao nimero 7 que decidisseeliminar

da série harménica todas as fragcBes que contivessem o algarismo 7. A
nova sérieficariaassim:

1

1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t -+t —+— et —t+—+—+—+
1 23 4 5 6 8 9 10 15 16 18 19

Como todos osdemai s a garismos poder&o ser usados, savo, tdo-somente,
0 7, erade se esperar que a nova série também divergisse. Mas, vejam so,
a série acima converge e a sua soma nao chega a oitental S6 provando
para acreditar:

* Cadaumadas 8 primeiras fragoes, de Pagl ,émenorouigua al. A
1 9

soma dessas fragdes € menor do que 8.

* Cadaumadas 8 x 9 fracBes seguintes, de 1 ae % € menor ou igual
10

al. Asoma dessas fragdes € menor do que 8><9><%.
10

1 1
* A 1 _ A — A
Cadaumadas 8 x 9 x 9 fragBes seguintes, de 100 até 999 ° € menor

1
ouigua a 100" A soma dessas fracdes € menor do que 8><92><L2.
10
E assim, sucessivamente, a soma dos termos da série serd menor do
8x9 8x9% 8x9° 8
+ + +...+
10 100 10° =9

10

que 8+ =80.

N&o éincrivel?
Baseado nos artigos
As sériesinfinitas
Geraldo Avila, RPM 30
Alergia pelo nimero 7
Renate Watanabe, RPM 31
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O que tem mais:
racionais ou naturais?

Cantor e a Teoria dos Conjuntos

A reforma do ensino da Matemética de 50 anos atrés
introduziu autilizacdo de conjuntos no ensino bésico, mas
apenas a parte referente a notagdo e a linguagem de
conjuntos, nadade substancial sobre averdadeira*“ Teoria
dos Conjuntos’. Em conseqliéncia, ndo apenas 0s alunos,
mas também muitos professores sdo pouco informados
sobre a importancia desse ramo de estudos, dai a razéo
detratarmos aqui de alguns poucos aspectosinteressantes
dessadisciplina

O criador da Teoria dos Conjuntos foi 0 matemético
alemdo Georg Cantor (1845-1918), que foi professor na
Universidade de Halle, ondeiniciou umasérie de pesquisas
sobre as chamadas séries trigonométricas. Essas séries
ocuparam a atencdo dos mais eminentes matematicos
durante todo o século XIX; e seu estudo, pelos muitos
desdobramentos e ramificacBes queteve, foi, em verdade,
0 impulso mais significativo para o progresso daAndlise
Matemética durante a maior parte do século. Através de
suas investigacbes nesse dominio, Cantor foi levado a
estudar os conjuntos de pontos de descontinuidade das
funcbes que considerava, logo chegando a estudar
conjuntosinfinitos de pontos de descontinuidade. Dai ele
passou naturalmente a estudar conjuntos em si, sem
referéncia a fungdes. Assim nascia a Teoria dos
Conjuntos.



Conjuntos enumer aveis

Um dos primeiros fatos surpreendentes que surgem na consideracéo de
conjuntos infinitos diz respeito a possibilidade de haver uma equivaléncia
entre um conjunto e um seu subconjunto préprio. 1sso pode ser visto
facilmente através da seguinte correspondéncia (restritaa nimeros positivos,
por simplicidade):

2345 6 7 8 910
1T 07T 0T T8
4 6 8 10 12 14 16 18 20

(SR Sl

Existe aqui uma correspondéncia biunivoca entre elementos dos dois
conjuntos (n < 2n) de tal sorte que a cada elemento de cada conjunto
corresponde um unico elemento do outro. Segundo Cantor, dois conjuntos
sdo equivalentes, ou tém a mesma cardinalidade, quando é possivel
estabel ecer entre elesumatal correspondéncia. No caso de conjuntosfinitos,
serem equivalentes corresponde a terem o mesmo nimero de elementos,
de sorte que o conceito de equivalénciaou cardinalidade € umaextensdo, a
conjuntosinfinitos, danocdo de “ nimero de elementos de um conjunto”.

Cantor passou a chamar de enumeravel a todo conjunto que tem a
mesma cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais 1, 2, 3, 4, ...Vamos
mostrar que 0s numeros racionai stambém formam um conjunto enumerével.
Por simplicidade restringimo-nos aos racionais positivos, que distribuimos
em varios grupos, cada grupo contendo as fragbes cujos numerador e

denominador tém a mesma soma; por exemplo, %% %, % €0 grupo de
todas as fragdes cujos termos tém soma 5. Vamos fazer uma lista de todos
esses grupos, comecando com aquel e cuja soma dos termos das fracBes é
2 (e que so contém afracdo 1/1); depois o grupo das fracbes 1/2 e 2/1,
cujasomadostermosé 3; eassim por diante, sucessivamente. A0 mesmo
tempo, riscamos as fracdes que representam 0 mesmo numero ja
representado por fracBes que apareceram antes. Eis a lista:
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E claro que esse procedimento resulta numa lista de todos os nimeros
racionais. Basta agora enumeré-10s na ordem em que aparecem, isto &,

n =1, n=1/2, r=2, ry =1/3,
1’523, }‘621/4, 7"722/3, }"823/2,
]"9:4, 1”10=1/5, 7”11=5, "'12:1/6, etc.

Dessa maneira obtemos uma correspondénciabiunivocaentre o conjunto
dos nimeros racionais (positivos) e dos nimeros naturais, que também
podemos expressar assim:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

rT T 1T T 01T
2 1/2 2 13 3 1/4 2/3 3/2 4 1/5

Isso mostra gque 0s nimeros racionais formam, de fato, um conjunto
enumeravel.

Conjuntos nao-enumer aveis

Setodos os conjuntosinfinitosfossem enumerdvels, tendo, pois, amesma
cardinalidade, esse conceito ndo teria utilidade. O primeiro grande mérito
de Cantor foi a descoberta de que 0s nUmeros reais ndo sdo enumeraveis.
O leitor interessado encontra a demonstracdo desse fato, por exemplo, na
RPM 4. Com essa descoberta, Cantor estabeleceu um fato muito
surpreendente, qual seja, 0 de que existem pel 0 menos doistiposdiferentes
deinfinito: o do conjunto dos nimeros naturais e o0 do conjunto dos nUmeros
reais. Cantor provou outro fato ndo menos perturbador: o de que, dado um
conjunto qualquer, € sempre possivel construir outro conjunto “maior ainda’,
isto €, cuja cardinalidade € “maior” que a do conjunto dado. Ele obteve
assm um modo de construir todaumainfinidade de conjuntosinfinitoscom
cardinalidades diferentes, e ordenou os conjuntos infinitos de acordo com



suacardinalidade, do mesmo modo que se ordenam os conjuntosfinitos de
acordo com o nimero de seus elementos, ou seja, suacardinalidade. Surgia
assim a teoria dos numeros transfinitos.

Consegliéncias do trabalho de Cantor

Asdescobertas de Cantor tiveram grandeimpacto no mundo matemético
de fins do século passado e comego do presente século. Para bem apreciar
0 que entdo acontecia, € bom lembrar que desde o inicio do século XIX era
crescente a preocupagdo com o rigor, primeiro na Analise Matemética,
porém mais tarde também na Geometria, depois das descobertas das
geometrias ndo euclidianas. A partir de 1870, quando Cantor iniciava sua
vida profissional, as atividades de pesquisa na &rea de axiomatizagdo e
fundamentosintensificavam-se rapidamente. E a Teoriados Conjuntos, que
entdo se desenvolvia, revel ou-se muito adequada para ser o fundamento de
toda a Matematica.

Ha uma outra raz&o por que a Teoria dos Conjuntos é importante em
M atemética, fora da &rea dos fundamentos propriamente dita. E que desde
0s tempos de Cantor muitas disciplinas mateméticas novas surgiram e se
desenvolveram extensamente, como a Topologia, a Algebra Abstrata, a
Teoria da Medida e Integracdo, a Teoria da Probabilidade, a Andlise
Funcional eoutrasmais. E em todas essas disciplinas— que, ao contrario de
estanques e separadas, no mais das vezes se entrelacam através defronteiras
indistinguiveis — a linguagem, a notagdo e os resultados da Teoria dos
Conjuntos se revelaram instrumento natural de trabalho, a ponto de ser
impossivel conceber o desenvolvimento de toda essa Matemética sem a
Teoria dos Conjuntos. Tentando uma analogia, diriamos que a Teoria dos
Conjuntos € agui tdo necessaria e indispensavel como a notacéo literal é
necessaria e indispensavel a Algebra Elementar.

Para concluir queremos deixar claro que a Teoria dos Conjuntos € uma
disciplina cuja importéancia é dificil exagerar, ndo so para a Matematica,
mas para o conhecimento humano de um modo geral. Elando éimportante,
isto sim, para 0 ensino bésico da Matemética, onde somente um pouco de
notac&o e linguagem de conjuntos é suficiente.

Baseado no artigo
A Teoria dos Conjuntos e o0 ensino de Matematica
GeradoAvila, RPM 4
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1

2.

3.

4.

5.

6.

Problemas

Uma cal culadora cientifica com diversos circuitos danificados so esta
fazendo adigOes, subtragdes, multiplicagOes, divisdes e calculando as
fungdes trigonométricas seno e cosseno e suasinversas. Como podemos
obter araiz quadradade um niimero positivo com essacal culadorausando
um ndmero finito de operagdes?

(O testedadiagonal) Doisretangulos ABCD e A'B'C' D’ sdo sobrepostos
como nafigura. Prove que os retngul os sdo semelhantes se e s se as
diagonais AC e A C’ estdo namesmareta. Logo, para verificar se dois
reténgul os séo semel hantes, basta colocé-los como nafigura e verificar
se as diagonais AC e A'C’ estdo ha mesma reta.

D C

D’ O

A’=4 B” B

Sabe-se que 0 nimero de 7 algarismos 21358ab, em que a € o digito das
dezenas e b o das unidades, € divisivel por 99. Determine a e b.

Asmedidas dos|ados de um tridngul o retangul o (numa mesma unidade)
podem ser nUmeros primos?

Um trem atravessa uma ponte de 171 m em 27 segundos. Determine a
velocidade e o comprimento do comboio se 0 tempo de passar um
pedestre, que anda em sentido contrario, com avelocidade de 1 m/s, &
de 9 segundos.

Dados dois espelhos planos paral el os, considere dois pontos A e B entre
eles. Determine a trgjetoria que deve percorrer um raio de luz partindo
de A paraatingir o ponto B apdster sido refletido 3 vezes num espelho e
2 vezesno outro. Admite-se que o0 angulo deincidénciasgjaigual ao de
reflex&o.



7. Prove que todo tridngulo com duas bissetrizes iguais € isdscel es.

8. Prove que vale a seguinte desigual dade
log.6 +log,7 +10g,8 +10g,5> 4.

9. Sabe-se que cada uma dentre as pessoas A, B e C diz a verdade em
qualquer situacdo, com probabilidade 1/3. Suponha que A faca uma
afirmacdo e que C diz que B diz que A falou a verdade. Qual a
probabilidade de que A realmente tenha falado a verdade?

10. Prove que

27 8n 27 141 8n 141 3
COS— - COS— +COS—-COS—— +COS—-COS—— = ——,
9 9 9 9 9 9 4
11. a) Dadaumaequacao do segundo grau, com coeficientesinteiros, mostre
gue 0 seu discriminante n&o pode ser igual a23.

b) Para quantos valores reais do niUmero a a equagcdo x? +ax +6a =0
possui somente raizesinteiras?

12. Prove que, se sen(2x +y) =5seny, entdo tg(x+ y) = %tgx.

13. Pelo ponto médio M do lado BC de um quadrilatero ABCD, tracar a
reta que divide esse quadrildtero em duas partes de areas iguais.

14. Uma urna contém n bolas numeradas de 1 a n. Bolas s&o retiradas
dessa urna sucessivamente, sem reposi¢ao, até que pela primeiravez
apareca um numero maior que todos os anteriores. Caso iSso ndo
aconteca, 0 processo prossegue até que se esgotem as bolas da urna.
Parak = 2, ..., n, determine a probabilidade de que o processo pare ha
k-ésima retirada.

15. Numa circunferéncia de raio R fixe dois pontos B e C. Mostre que o
lugar geométrico dos baricentros dos tridngulos ABC, onde A é um
ponto qualquer dessa circunferéncia, € uma outra circunferéncia de
raio R/3 que corta BC em trés segmentos congruentes.

16. Determine as solugdes inteiras e positivas da equacéo.
X3 -y =602
(Sugestéo: fatore x*—y® e 602).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sedoistriangulostém dois angul osrespectivamenteiguais e dois angulos

respectivamente suplementares, mostre que os lados opostos aos
angulos iguais sdo proporcionais aos lados opostos aos angulos
suplementares.

Considere o conjunto A de todas as combinagdes simplesde 10 el ementos
em grupos de 5. Duas combinacdes distintas sdo escolhidas ao acaso
no conjunto A. Determine as probabilidades de que elas:

a) ndo tenham nenhum elemento em comum;

b) tenham exatamente 4 elementos em comum.

Num icosaedro regular de aresta a, cada vértice estaligado a5 outros
vértices formando uma piramide pentagonal. Calcule a altura dessa
piramide.

: m .
Dadosdoispontos A e B do plano eumaconstante — > 0, determinar
n

o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que i—’; =z
n

Encontre todos os nimeros naturais de dois digitos tais que sua soma
com o nimero formado pel os mesmos digitosem ordem contrériaresulta
um quadrado perfeito.

Considere em um plano as retas paralelas a, b, c distintas duas a
duas. Mostre que existem triangul os equil&teros cujos vértices A, B,
C sdo pontosdasretas a, b, ¢ respectivamente.

Use um argumento combinatdrio para determinar o valor de

2 2 2
n n n
+ et
sendo numinteiro maior ou igual al.

O produto de 3 nimeros pares e consecutivos é 88 XX XXX 2, onde
cada X representa um algarismo que falta. Determine esses 5
algarismos.

Mostre que, quaisquer que sgjam 0s nimeros inteiros a, b, ¢, d, e, a
equacao



26.

27.

28.

29.

30.

X+28¢+ 3 +axtthé+cxd+dx+e=0
ndo pode ter todas as raizes reais.
Supondo que o polindmio
P(X) = X' — 600x* + a, x* + ... + aXx + a,
tenha 100 raizes reais e que P(7) > 1, mostre que existe pelo menos
umaraiz maior do que 7.

Prove que um pentégono com os cinco lados congruentes e trés angul os
congruentes é regular.

Mostre que, se a, b, ¢ sGo nimeros inteiros impares, entdo a equacéo
ax? + bx + ¢ = 0 ndo tem raizes racionais.

Suponhaque cada ponto de um plano sgja pintado de umacor escolhida
entre trés cores dadas. Prove que existem dois pontos de mesma cor
cujadistancia é k, sendo k >0 um ndmero real dado.

Considere, num plano, uma infinidade de pontos. Sabendo-se que a
distanciaentre dois quai squer desses pontos € um nimero inteiro, mostre
gue eles sdo colineares.
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...probleminhas

1. Um homem entra numa livraria, compra Pequenos Golpes, que custa
20reais, e pagacom umanotade 100 reais. Sem troco, o livreiro vai até
a banca de jornais e troca a nota de 100 por 10 notas de 10 reais. O
comprador levaolivro e8 notasde 10 reais. Em seguidaentraojornaeiro
dizendo que anota de 100 reais éfalsa. O livreiro troca a nota falsa por
outra de 100, verdadeira. Sem o dinheiro do troco, sem o livro e sem a
notaquedeu aojornaleiro, qual foi, afinal, o prejuizo do livreiro?

2. Uma pessoa, escrevendo a sucessdo dos nimeros naturais (comegando
pelo zero), interrompeu seu trabalho em um certo nimero. Qual é esse
nimero se, até parar, a pessoa escreveu 7350 algarismos?

—>
3. Escrevanas casasvaziasalgarismosde 1 a8 i - + l
de modo que asigual dades se verifiquem, no | |
sentido das flechas. T T
x| |=
—>

4. Qual é o maior nimero que se pode escrever usando Unica e
exclusivamente quatro vezes o algarismo 2?

5. Construatrés cercas quadradas de modo que
todas as nove ovelhas fiquem presas e
separadas.

6. Preenchaos quadrados com nimeros distintos
de 0 a9 de modo que os nimeros que seléem
naslinhas, colunas ediagonaissejam multiplos
de11.
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10.

1.

12.

13.

14.

Uma pessoa cética quanto as boas inten¢des da humanidade afirma que
70% dos homens sdo desonestos, 70% s&o intolerantes e 70% s&o
violentos. Se ela estiver certa, numa amostra perfeita de 100 homens,
gual é o nimero minimo de pessoas simultaneamente desonestas,
intolerantes e violentas?

Complete a estrela mégica com os nmeros
1,3,4,5,8,9, 10, 12 de modo que asomade
cadalinhasgjaigual a26.

Uma loja esta fazendo uma promocdo na venda de balas: Compre X
bal as e ganhe x% de desconto. A promogao é valida para compras de no
méaximo 60 balas. Carlos e Daniel compraram 30 e 45 balas,
respectivamente. Qual deles poderiater comprado mais balas e gasto a
mesma quantia, se empregasse melhor seus conhecimentos de
Matematica?

Quatro vacas negras e trés marrons déo tanto leite em cinco dias
guanto trés vacas negras e cinco marrons em quatro dias. Qual racade
vacas € melhor leiteira, as negras ou as marrons?

Em um povoado vivem 700 mulheres. 4% delas usam um pendente
cada uma, metade das restantes usa dois pendentes cada uma e o
restante ndo usa adornos. Quantos pendentes usa o total das mulheres?

95% da massa de uma melancia de 10 quilos é constituida de &gua. A
fruta é submetidaaum processo de desidratacéo (que eliminaapenas a
agua) até que a participacdo da dgua na massa de melancia se reduz a
90%. Qual a massa da melancia apds o processo de desidratacéo?

O nimero 15873 éinteressante, pois, se 0 multiplicarmos por um nimero
de um algarismo e depois por 7, o resultado sera um nimero formado
apenas pelo algarismo escolhido. Por exemplo: 15873x5=79 365 e
79 365 x 7 = 555 555. Por qué?

Se gato e meio come rato e meio em minuto e meio, em guanto tempo
um gato come dois ratos?
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15.

16.

17.

18.

19.

Cologue parénteses paraque aexpressdo 5—2x 1+ 4+ 6 =5 setorne
verdadeira.

Num concurso detel evisao trés concorrentes procuram acertar o nimero
de caramel os contidos numatagade cristal. José diz que h4 260, Maria
cré que ha 274 e Carlota propde que sejam 234. Sabe-se que um deles
seenganou em 9 caramel os, outro em 17 e outro em 31. Pode-se deduzir
qual o nimero de caramelos na taga?

Um ndmero éformado por 7 a garismos escol hidos entre os algarismos
1,2, 34,5 6e7. Seasomade cada par de algarismos sucessivos €
igual asomado primeiro par e asomadetodososagarismosé 15, qual
€ 0 nimero?

Um ciclista saiu para treinar levando consigo uma terceira roda de
reposicdo. Durante o percurso de 60 km foi alternando as rodas de
maneiraque cadaum rodasse umadistanciaigual adasoutras. Quantos
quildémetros rodou cadaroda?

O Bernardo e 0 seu irméo Artur receberam no Natal um quebra-cabeca
com 2005 pegas. Nesse mesmo dia, decidiram comegar a construi-lo.
O Bernardo desafiou 0 seuirmao: “ Vamos fazer um jogo. Vocé comeca
por colocar uma, duas, trés ou quatro pecas do quebra-cabeca. Em
seguida, coloco eu uma, duas, trés ou quatro pecas, e assim
sucessivamente. Quem colocar a Ultima peca perde’. Entusiasmados,
preparavam-se para comegar a jogar, quando, de repente, um deles
exclamou: “ Jogue vocé como jogar, eu vou conseguir ganhar!”. Sabendo
gue eletinharazdo, qual deles disse isso e que estratégia planejou?

20. Sobreumamesaha137 fichasiguais, cadaumacom um lado vermelho

e outro azul, sendo que 10 estédo com o lado vermelho paracimae as
outras com o lado azul. Vocé esta de olhos vendados e deve separar as
fichas em dois grupos, cada um com a mesma quantidade de fichas
vermelhas. Vocé pode virar as fichas, se necessario. Como fazer?

21. Um destacamento de soldados precisaatravessar um rio muito profundo

e sem pontes. Eles pedem gjuda a dois meninos que estao passando
pelo rio num barco. Porém, o barco é tdo pequeno que nele sé cabem
0s dois meninos ou um soldado de cada vez. Como eles fizeram para
todos os soldados atravessarem o rio?



22.

23.

24,

25.

26.

Num reino distante quai squer dois caval eiros ou S8 amigos ou inimigos
e cada cavaleiro tem exatamente trés inimigos. Nesse reino vigora a
seguinte lei entre os cavaleiros: Um inimigo do meu amigo € meu
inimigo. Quantas possibilidades ha para o nimero de cavaleiros desse
reino?

André escreveu um ndmero inteiro em cada circulo e depois, em cada
quadrado, escreveu o resultado da multiplicagdo dos numeros que
estavam nos dois circul os vizinhos. Coloque hafigura os nimeros que
foram apagados.

Num hotel para cdes e gatos, 10% dos cades julgam gue sdo gatos e
10% dos gatos julgam que sdo cdes. Apbs cuidadosas observactes,
conclui-se que 20% de todos os héspedes pensam que s80 gatos e que
0S restantes pensam que sdo cdes. Se no hotel estdo hospedados 10
gatos, quantos s&o os cdes hospedados?

César e Sergido sdo amigos e gostam de fazer caminhadas. Enquanto
César da 4 passos, Sergido da 5 passos, contudo, 2 passos de César
equivalem a 3 passos de Sergido. Certo dia eles resolveram caminhar
juntos, porém o César chegou atrasado e o0 Sergido ja havia dado 20
passos. Quantos passos César teve que dar para alcancar seu amigo,
gue ndo alterou o seu ritmo até o0 momento do encontro?

Ordeneoscartdes 1, 2, 3 e 4 decor cinzae 5, 6, 7 e 8 decor
branca, de modo que todas as frases resultem verdadeiras.
1 2 3 4
Os dois seguintes Os dois seguintes O anterior é da Ha tantos brancos
sdo brancos. sdo de cores mesma cor que antes como depois.
distintas. o seguinte.
5 6 7 8
O anterior ¢ da O anterior Os dois seguintes O anterior
mesma cor que ¢ cinza. sdo da mesma cor. ¢ branco.
o seguinte.

27.

Um casal tem filhos efilhas. Cadafilho tem um nimero deirméosigual
a0 numero de irmas. Cada filha tem um nimero de irméos igua ao
dobro do nimero de irmés. Quantos filhos e filhas tem o casal?
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28. Doais trens estdo a uma distancia de 200 km e se aproximam um do
outro com uma velocidade de 50 km/h cada um. Uma mosca voa
constantemente entre as locomotivas dos 2 trens, de um péara-choque
ao outro, com uma velocidade de 75 km/h até o instante em que os
trens se chocam e amosca morre esmagada. Qual foi adistanciatotal
percorrida pela mosca?

29. Mostre que em qualquer ano existe pelo menos uma sexta-feira 13.

e 30. O que é100% pior do que cair um raio
% sobre a sua cabeca?

RPM/Estagio OBMEP
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1
—arccos
2 X

Solugdo 1
Dado x> 1, seja N =+/x eseja 0<O<m/2 tal que
1 2
X = 3 =
cos" 0 cos20+1
cos26+1:z
X
cos26=2_x e 0=
x
N= !
[1 2—x:|
cos| —arccos
2 X

Dado x tal que 0 <x< 1, use o método acima para 1/x e inverta o

resultado.

Solugdo 2

Se x>0 entio x = tg’p para
algum ¢ € [0, w/2[. Entéo:

x=tg’¢
x+1=sec’ ¢
1
——=cos’
x+1
L :I_—X:cos2¢
x+1 1+x
1-
arccos(—xJ=2¢
1+x
1 1-
—arccos—x:(l)
2 1+x

1 1-x
Sen(zarc COS1+x]
=tgd= Jx.

1 1-x
cos| —arccos——
2 1+x

RPM/Estagio OBMEP

=
[N
w




| NN T 1 o [T T 111 ||

RPM/Estagio OBMEP

=
[N
i

2. Suponhamos inicialmente que as
diagonais estejam na mesma reta.
Nesse caso, os tridngulos ABC e
A'B’'C’ sao semelhantes e, portanto, D’ C
AB"  BC

AB  BC
que os tridngulos ACD e A'C'D’ sdo
semelhantes.

AD DC _AB BC
AD  DC 4B BC
retangulos sdo iguais e os lados correspondentes sdo proporcionais segue a
semelhanga dos retangulos ABCD e A'B'C'D'.

Vamos agora provar a reciproca. Suponhamos que os retangulos sejam

. AB BC
semelhantes. Temos entio —— :B_C

sdo retos, os tridngulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes. Assim, os angulos

Analogamente, vé-se

A=A B’ B

Logo, . Como os angulos correspondentes dos

e, como os angulosem B e B’

CAB e C'A' B’ sido congruentes e, portanto, as diagonais estdo na mesma
reta.

3. Como 21358ab ¢ divisivel por 99, temos que 21358ab = 99¢q, ¢
natural e 0<a, b<9.

Logo,

2135800 < 999 < 2135899 ou 21573,7373...< q <21574,7373.... Sendo
g um natural, entdo, g =21574.

Assim, 21358ab =99. 21574 =2135826, o que implica a=2 e b=6.

4. A resposta é ndo. Do teorema de Pitdgoras temos a igualdade
a’>=Db*+ > Sendo a, b e ¢ primos, ndo podem ser todos impares e,
como a>b e a>c, devemoster b =2 ou c¢=2. Digamos ¢ =2.
Teremos entao:
a?-b=4
(a+b)a-b)=4

e analisando os possiveis valores de a + b e a — b, que sdo 1, 2 ou 4,
concluimos que a situacdo € impossivel.

5. Seja x o comprimento do trem e v a sua velocidade. Assim:

*
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171+ x x—9
V= e V= .
27 9
Resolvendo x=99m e v =10 m/s.
6 E E
As 5 Ay Ayl na 2
\\\\\\ \\\\\\ B\S\ 4 B ///// //,// -
\\\\\ \\\\\ B4 ////
¢ \\\\\\ B;\ /////
\\\\\\ /B2
o] Bl\ %
o B
—I1—

Construimos A, simétrico de A com respeito ao espelho E,
A, simétrico de A, com respeito ao espelho E,
A, simétrico de A, com respeito ao espelho E,
@E A, simétrico de A, com respeito ao espelho E,, @
A, simétrico de A, com respeito ao espelho E .

A trajetdria do raio de luz € a poligonal AB.B,B.B,B B onde

574737271
B =BA,NE, B,=BA,NE, B,=BA,NE,
B,=BA,NE, B,=BA NE,

Temos também tgo = 0 que permite achar o angulo de

4l+a+b’
incidéncia, conhecendo-se a, b, [ e d.

7.
Lema 1 y
o
[11]
2
AB< AC < C<B Co’
2
B C g
w
s
o
o
115
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Lema 2 A c
/\
AC< AC = B<B B C B. C
a a

Na figura a seguir vocé vé o AABC e as bissetrizes BD e CE dos
angulos BeC. Seja BD = CE.
Construindo o paralelogramo BDFE, temos que EF = BD = EC e
portanto

B+O6=0'+86 (D
Imagine que os angulos BeC sejam desiguais, B>C, por exemplo.
Entdo teriamos:
B>C
o>p
o'>p (paralelograma BDFE)
0'<0 (por (1))
DC < DF (Lemal)
DC < BE (paralelograma BDFE)
o< B (Lema 2)

1§ < 6‘ (Contradigao!)

Como chegarfamos também a uma contradi¢do supondo inicialmente que

B < C concluimos que B=C.

8.
Solugdo 1

Aplicamos a identidade log b . log,c = log ¢ e a desigualdade classica
entre a média aritmética e geométrica. E imediato que

i(log5 6+log, 7+log, 8+log, 5) = {‘/log5 6log, 7log, 8log, 5 =1,

pois os logaritmos envolvidos sdo positivos. A igualdade vale se e somente
se todos os termos forem iguais, mas isto no nosso caso ndo acontece, pois
os trés primeiros logaritmos sdo maiores que 1 e o quarto é menor que 1.
Logo vale a desigualdade estrita.
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Solugdo 2

E facil provar que se a>b>1 e x> 1, log x <log,x. Transformando os
termos do lado esquerdo da desigualdade pelo modelo

log; 6=1+logsg
basta provar que
6 7 8 5
log, —+1log, —+log, —+1log,—>0
gs 5 g6 6 g; 7 268 g~

Mas isso é verdade, pois em base 8,
6.7.8.5

6 7 8 5 6 7 8 5
log, 35 +log, s +log, 2 +log, 3 >log, 5 +log, 5 +log, 3 +log, 2 =log =0

*5.6.7.8

9. Cada uma das 3 pessoas, A, B ou C, ao fazer uma afirmacéo, podera
estar mentindo (M) ou falando a verdade (V). Como o problema envolve
afirmacdes das 3 pessoas, o conjunto das possibilidades serd formado por
ternos ordenados dos simbolos M ou V. Assim, por exemplo, (M, M, V)
representaria o caso no qual A fala a verdade e B e C mentem. Nessas
condicdes, o conjunto das possibilidades (ou, como dizem os probabilistas, o
espaco amostral do experimento) seria formado pelos pontos:

M, M, M); (V, M, M); (M, V, M); (M, M,V); (M,V, V), (VM,V),
VVM) e (V,V V).
Nesse espaco, vamos considerar os eventos:
E — A fala a verdade
F—C dizque B dizque A falou a verdade
O que o problema pede € a probabilidade condicional, P(E/F), doevento E
dado que ocorreu o evento F. Por defini¢do, essa probabilidade € dada por:
P(ENF)

P(F)
E claro que o evento FE é formado pelos pontos (V, V, V), (M, V, V),
(V, M, V) e (M, M, V). Vamos, agora, identificar quais os pontos que
pertencem ao evento F. Para maior clareza vamos considerar
separadamente dois casos:

P(E/F)=

1¢ caso: A fala a verdade

Nesse caso, para que F ocorra, é necessdrio que o nimero de mentiras
ditas por B e C seja par, pois s6 assim elas irdo se anular, permitindo que

*
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C diga que B disse que A falou a verdade. Segue-se, portanto, que, nesse
caso, os pontos de F sdao (V, V, V) e (M, M, V).

2° caso: A mente

Um raciocinio andlogo mostra que F s0 ird ocorrer se uma e apenas uma
das pessoas B ou C mentir. Logo os pontos de F, nesse caso, sdo

(M, V, M) e (V, M, M).

Segue-se, portanto, que o evento F ¢é formado pelos quatro pontos,
V.V, M, MV),V,.M,M)eM,V, M).

Admitindo-se, agora, a independéncia entre as afirmacdes das 3 pessoas,
teremos:

2 13

=+ [ J—
3 27

P(F):lx +g><z>< %x%+zx
3 3 3 3 3 3

1 1 11 1
3 3 3 3 3

Por outro lado, € facil ver que o evento E N F ¢é formado pelos pontos
(V,V,V) e (M, M, V) eportanto: P(E N F) = 5/27. Segue-se finalmente

5/27 5
. P(E/F)y=""2" -2
quer PIEIF)=1300 =13

10. Observe inicialmente que cos% = —% e que:

21 14m 8 61 8
COS— + C0S—— = 2€0S—.COS— = —COS —
9 9 9 9 9

Segue-se que cos%c +cos % +cos 1471t =0. Desenvolvendo o quadrado

dessa expressdo vemos que aquilo que queremos calcular € igual a:
1 , 2T , 8T , 141
——| cos® —+cos"—+cos" —
2 9 9 9

Usando a relacdo cos 2a =2 cos’a — 1, essa expressdo se transforma em:
1 4r 167 28m
——| cos—+cos——+cos—+3
4 9 9 9
Por outro lado,

47 28n léen 12m 161 , 2T 161
cos— +cos——=2cos——cos——=2cos—| 2cos" ——1 |=—cos—
9 9 9 9 9 3 9

*
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de onde se segue que:

1 4r 16T 2871 3
——| cos—+cos——+cos——+3 |=——.
4 9 9 9 4

11.

a) Seja ax*+bx+c=0,com a, b e c¢ inteirose a # 0. Suponhamos
b*> —4ac = 23. Segue-se que b? —4dac =23 é impar e, portanto, b é
impar. Se b ¢é impar, b -1 e b + 1 s@do pares, e, portanto,
b>*—1=({b+1)b-1) émiltiplo de 4. Mas b*-1=4ac+22 e, como
22 nao é miltiplo de 4, segue-se que b*—4ac nao pode ser igual
a 23.

b)

1) E claro que a deve ser inteiro, uma vez que a soma das raizes
é —a.

2) a*-24a deve ser o quadrado de um nimero inteiro.
Suponha a?>-24a =n* com n inteiro. Como a>—24a =
(a—12)*— 144, temos (a — 12)? = 122 + n*. Essa equagdo admite
a solucdo trivial n=0 e, nessecaso, a=0 ou a=24. Se n
é diferente de zero, n e 12 podem ser pensados como o0s catetos
de um tridngulo retangulo cuja hipotenusa é (a — 12). O leitor deve
verificar que existem 4 tridngulos pitagdricos com um cateto igual
a 12 (veja, por exemplo, RPM 47, p. 49).

Sdo eles:
(5,12, 13), (9,12, 15), (12,16, 20), (12, 35,37)
para n=5, a=-1 ou a=25
para n=9, a=-3 ou a=27
para n=16, a=-8 ou a=32
para n=35, a=-25 ou a=49
Se acrescentarmos os valores correspondentes a n = 0, teremos

exatamente dez valores de @ que satisfazem as condigdes do
problema.
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12. Decorre da hipétese que cos x = 0 se, e somente se, cos (x +y) =0
(verifique!). Ou seja, se um dos membros da igualdade que queremos mostrar
nao estiver definido, o outro também nao estard. Suponhamos, entdo, que
cos(x+y)#0 ecosx#0.

Ora, de Sseny=sen 2x cosy + sen y cos 2x € como

. 1 2tgx 1-tg’x
cosy#0 (pois, [seny|<—), sen2x=—"—— € coS2x=—">—
y (p y| 5) 1+tg2x 1+tg2x temos
2t 1-tg?
Stgy = BY i gzx o que implica

1+tg’x yl+tgx

Stgy+5tgytg’x=2tgx+tgy —tg ytg’x .
E, como de cos(x +y) #0 tem-se 1 —tg xtgy # 0, podemos deduzir
tgx+tgy 6

3
—tgx i tg(x+y)=—tgx.
I—toxtgy 4 gx  donde, finalmente tg(x+ y) 5 gx

13. Tragar AE // BC. Pelo ponto médio F de AE, tracar FG // MD.
(Quando BC // AD, F e G coincidem.) Afirmamos que MG ¢€ a
solucdo. De fato, pela constru¢do, drea MBADF = drea MFDC .

M C

B

Jil
A G D

Por meio de MG estamos tirando da drea direita o tridngulo MFH e
acrescentando o tridngulo HGD para obter MGDC. Porém,
drea MFH = area HGD, pois FG//MD e MHD é comum aos tridngulos
MGD e MFD. Logo, area MGDC = area MFDC. Do mesmo modo,
drea MBAG = area MBADF.

14. Se imaginarmos que todas as bolas serdo retiradas da urna, existirdo ao
todo n! configuragdes numéricas possiveis para esse experimento. O nosso
problema é contar em quantas dessas configuragdes teremos, na k-ésima
retirada (2 <k <n), pela primeira vez, uma bola cujo niimero seja maior do
que o de todas as anteriores.

*
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Em primeiro lugar, vamos observar que o evento no qual estamos
interessados ndo depende dos particulares nimeros das bolas que sairdo
nos k primeiros lugares, mas apenas da ordem em que eles sairam.

n
Existem i escolhas possiveis para esses nimeros. Uma vez fixados

esses k numeros, para que o evento ocorra, duas condi¢des precisam ser
satisfeitas:

1) A bola com o maior nimero (entre os k escolhidos) deve sair na
k-ésima retirada.

2) Abola com o 2° maior nimero deve sair na primeira retirada.

Observe que a primeira condi¢do garante que o processo para na k-ésima
retirada, enquanto que a segunda garante que ele ndo para antes da
k-ésima retirada. As outras kK —2 bolas podem ocupar qualquer posicao,
0 que nos dd um total de (k — 2)! configuragdes possiveis. De maneira
andloga, as n — k bolas que sairdo apés a k-ésima retirada poderdo
aparecer em qualquer ordem, o que nos da (n — k)! possibilidades.
Segue-se que o niimero total de configuragdes nas quais, pela primeira vez,
na k-ésima retirada, aparece uma bola cujo nimero é maior do que todas as

n
anteriores, vale X (k—2)!(n—k)! e, portanto, a probabilidade desse

n
(k= 2)\(n—k)!

evento € = para 2<k <n.
n! k(k—1)

O caso k=n tem que ser analisado em separado, pois 0 processo para no
instante n ndo apenas quando as condi¢des 1 e 2 estdo satisfeitas para
k =n (aprobabilidade de que isso ocorra € 1/n(n — 1)), mas também quando
elas ndo sdo satisfeitas em nenhum instante. Esta segunda hipdtese ocorre
se, € somente se, a bola com o nimero #n sair na primeira retirada. (A
probabilidade de isso ocorrer €, obviamente, 1/n. ) Para k=n, a probabilidade
desejada vale

1 1 1
+ .
nn-1) n n-1
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15. Sejam O o centro da circunferéncia dada de raio R, M o ponto
médiode BC e P e OM tal que OM =3PM.

Para cada A na circunferéncia dada considere G o baricentro do AABC.

A
GM = ﬂ
Como O?M’ entdo, GP // OA e
=5

_o4_

C
R
—. Assim, G pertence a l
3 3 B

circunferéncia de centro P e raio R/3.

GP

Observe que nos casos degenerados onde A = B (A = C) consideramos G
no segmento BC com BG zéBC (GCZ%BC).

Logo os baricentros dos tridngulos ABC pertencem a circunferéncia de
centro P e raio R/3.

Reciprocamente, cada ponto dessa circunferéncia € baricentro de algum
AABC com A na circunferéncia dada. (Por qué?)

16. Como x*—y*=(x—y)(*+xy+y*) e 602 =2.7.43, devemos resolver
o0 sistema

x—y=A

X2 +xy+y*=B.
Como 0<y<x<x?<B, basta experimentar os pares (A, B) com A< B
tais que A.B=602: (1,602); (2,301); (14,43) e (7, 86). Somente o par (2,
301) fornece solucdes inteiras, de onde temos que as solucdes positivas
sao 11 e 9.

17. Os tridngulos do enunciado podem ser considerados justapostos como
ABD e AFG da figura.

BD AB
Queremos mostrar que — =",

FG AG
Aplicado o teorema da bissetriz interna

BD CD

ao tridangulo ABC, temos —=—_.
AB  AC
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Como r// s, temos C—DzF—G Logo, @:E
AC AG AB AG

18. Vamos observar inicialmente que o conjunto A tem
(1 0)
=252 elementos.
5

a) Sorteada a primeira combinacdo nos 251 elementos restantes, existe
apenas uma combinacdo que ndo tem elementos em comum com a
combinacdo sorteada. Segue-se que a probabilidade pedida vale 1/251.

5
b) Efetuando o 1° sorteio, existem (4]:5 grupos de 4 elementos da

combinacdo sorteada que podem ser combinados com qualquer um dos
5 elementos que ndo pertencem a ela para formar uma combinacdo
que tenha 4 elementos em comum com a sorteada. Segue-se que a
probabilidade pedida vale 25/251.

19. Sejam & = altura da pirAmide, R = raio da circunferéncia circunscrita
a um pentagono regular convexo de lado a.

R 4a’
Entio a=—+10-2y5 ou ———=R".
2 10245
Temos que a, h e R formam um tridngulo retdngulo e assim

g R e 4> d*(50-1045)

10-2J5 100
Logo, h=q(30=10¥5)
10
20.
Solucdo 1

Quando m/n = 1, o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que

PA _m o . PA B
—=— ¢é amediatrizde AB, pois ( — =1 Pe mediatriz de AB).
PB n PB
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Quando m/n # 1, consideraremos, sem perda de generalidade, o caso
m>n>0.
a) A construcdo ao lado mostra que

existem dois pontos P, P, da reta

AB tais que m

PA

ﬁ—ﬂ, i=1,2 n

o A plY/B B
A verificacdo se faz através de

semelhanca de tridngulos.
b) Os pontos P, P, obtidos em a) sdo os Unicos da reta AB tais que
PA

BA_m o que?
PB n-(orque.)

¢) Se P éum ponto foradareta AB tal que P4 =" mostraremos que

PB n
P pertence a circunferéncia C que passapor P, e P, e tem didmetros
P, P,. De fato:
Sendo PC bissetriz interna P

-

do angulo APB , segue do
teorema da bissetriz interna:
AC_PA_m

BC PB n A C B D

Sendo PD bissetriz externa do angulo AIA’B, segue do teorema da

. . . AD PA m
bissetriz externa: — =" =
BD PB n
Como C e D sdo pontos dareta AB tais que AC = 4D = ﬂ, entao
BC BD n
o por b), {C, D} = {P, P,} (A existéncia do ponto D € garantida por
z termos PA # PB).
o
2 Logo, P pertence a circunferéncia C, ja que as bissetrizes interna e
§ externa sdo perpendiculares.
s
o
[
124
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d) Reciprocamente, dado um ponto P na circunferéncia C, mostremos

PA m ~ . L
que ~Z =" eentdo concluiremos que o lugar geométrico dos pontos

PB n
P € a circunferéncia C.

Tracemos por B areta r paralelaa AP. Temos:

AP AP
22 _" (de AAPP,~ABBP)
BB BP, n
AP _ AR _ ™M (4e AAPP =~ ABB'P).
BB BP, n

Logo, BB’ = BB", isto é,
PB é mediana do tridngulo
retingulo PB'B”. Isso
implica (verifique!)
PB =BB" = BB’ ¢,

PA m

portanto, ~ = =",
PB n

Observagdo: O raio da circunferéncia C ¢é

AP =AB-PB=AB-APL = AP = ,
m m+n

ABn
m-n

BP,= AP,— AB=""BP,— AB = BP, =
n

Solugdo 2
O problema € cldssico em Geometria Analitica, com a solucdo

\/x2+y2 _m y
(x—b) +” L de onde

o
[11]
n?(x? + y*) = m*(x* + y* — 2bx + b?) ou =
2(12 _ 2 2(112 _ 2 2 _ 252 — > (@]
xX(n* — m?) + y*(n* — m?) + 2m*bx — m*b O'A:(O,O)] o0 % o
g
(72}
Se n =m, obtemos a mediatriz; se n # m, obtemos a circunferéncia. ‘é’
&
125
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21. Sejam a e b, respectivamente, os algarismos das dezenas e das
unidades do nimero procurado. Como a X 10+b+bx 10+ a=11(a + b)
€ um quadrado perfeito, entdo 11 € um divisor de a + b. Observando que
1 <a+b< 18, resultaa + b= 11. Verificando as possibilidades para a e
b, encontramos os seguintes nimeros: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 e 92.

22. Considere a, b, c retas paralelas coplanares.
A seguinte construcio pode ser feita usando apenas régua e compasso.

Fixamos A € a e fazemos uma rotacio de 60°, no sentido anti-horario, da
reta b em torno de A, obtendo uma reta b’ que corta a reta ¢ no
ponto C.

A b, .
99% .|\ 90>
o 30 H
4 He0 "
B H \7/
(03
/C ¢

Fazemos a rotagdo, no sentido horario, do ponto C em torno de A, obtendo
na interse¢do com b o ponto B € b.

Os triangulos retangulos AH'C e AHB sdo congruentes, uma vez que
AH=AH' e AB=AC.

Logo, ACH' = ABH =o,,que implica BAC =90° —a+ (0.—30°) = 60°, de
modo que o AABC ¢ eqiiilatero.

23. Um grupo de 2n pessoas é formado por n homens e n mulheres.

2n
Existem ,, | maneiras de escolhermos um conjunto de n pessoas desse

grupo. Vamos determinar em quantos desses conjuntos existem exatamente
k homens. Para isso vamos observar que os k homens podem ser escolhidos

n
de [ ] maneiras e as n — k mulheres de (

i ] maneiras. Segue-se

n—
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que, para k=0, 1, ..., n o ndimero de escolhas de n pessoas que contém

2
n n n
exatamente k homens serd dado por ( kIn iy }— ( k) .

n N n 2+ N n 2_ 2n
Conclui-se portanto que 0 1 “Nal T a |

24. Considere o produto dos 3 ndmeros pares consecutivos:
8100 < (x=2)x(x+2) =x—4dx < x*

Temos:
85184000 =440° < 88.10° < 450°=91125000
Trés nimeros pares consecutivos podem terminar em:

0,2,4

2,4,6

4,6,8

6,8,0

8,0,2.
O tnico produto dessas triplas que terminaem 2 é 4.6.8 =192, logo os
nimeros sdo 444, 446, 448 cujo produto é 88714752. Portanto, os
algarismos procurados sdo 7,1,4,7,5.

25. Sejam r,r, .., r

> Ty . as 7 raizes da equag@o. Temos entdo:

r+ ot et = -2
rr,+ rrot .+ rr= 3

— 2 — 2 2 2
Segue-se 4= (r,+ r,+..+r ) =r’>+r’+..+r?+06 e, portanto,

7
2 . .
ZI’; =-2 , O que mostra que nem todas as raizes podem SEr reais.
1

26. Sejam x, € R, i=1;..., 100 tais que P(x) =0 paratodo i entre 1
e 100.

Suponhamos, por contradi¢do, que x, <7, i=1, ..., 100.

Entdo como P(x) = (x — x)(x — x,)...(x — x,,,,), temos que:

100

1< P(7) = (7T —x)(T —x,)..(7T—x

100)'

Logo,
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1=1001<10\0/(7—351)(7—352)---(’7_35100)S
f
700- ) x,
7—x1+7—x2+...+7—x100:1< =
100 100

98

Mas como  P(x)=(x—x)...(x = x,5)) =x'*" =600x” + > a,x’ entdo
j=0

- 700 - 600

le.=600. Logo, 1< ——————=1 (absurdo!).
P 100

27. Como o pentdgono tem todos os lados iguais, basta mostrar que ele é
inscritivel.

1° caso: os angulos congruentes sdo consecutivos A=B=FE. Os
quadrildteros BAED e EABC sio trapézios isdsceles, logo inscritiveis e a
circunferéncia que passa pelos pontos B, A, E e D também passa pelos

pontos E, A, B e C.
A A

C D C D

2°caso: os angulos congruentes ndo sao consecutivos 4=B=D. O AAED
é isdsceles, logo os seus dngulos da base AD s@o congruentes
e, portanto, o quadrildtero ABCD & um trapézio isésceles.

Portanto, B=C, recaindo no 12 caso.

28. Se existe uma raiz racional, temos b* > 4ac e também temos que
b*> — 4ac é um quadrado perfeito m* Sendo b impar, b* é impar e, como
4ac ¢ par, temos b*> — 4ac impar, implicando m? impar, que, por sua vez,
implica m impar. Como b>—m?=4ac e a diferenga dos quadrados de dois
numeros impares € sempre um multiplo de 8 (verifique!), conclui-se que
4ac € miltiplo de 8. Mas, sendo a e ¢ impares, 4ac ndo € um mdltiplo de
8; logo, a equacdo ax® + bx + ¢ = 0 ndo tem raizes racionais.
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29. Suponha que a afirmacao seja falsa, isto €, os pontos do plano foram
pintados usando-se trés cores A, B e C e todos os segmentos de
comprimento k possuem extremidades de cores diferentes.

Seja O um ponto do plano e, sem perda de

generalidade, suponhamos que ele seja da cor A.
Sejam I", e I, as circunferéncias de centro O e

raios respectivamente k e k3

Todos os pontos de T', terdo sido pintados de cor
B ou C, pois, caso contririo, haveria um raio
(segmento) T, de cujas extremidades seriam ambas
da cor A.

Tome um ponto X em I', e pontos M e N em I'| satisfazendo:
MN =k=MX = NX.

O valor doraiode T',, k3, garante a existéncia do losango OMXN .

Assim, M e N possuem cores diferentes (B e C)e X deve ter a cor A.
Como todos os pontos de I', podem ser obtidos dessa forma, provamos
que todos eles estdo pintados com a cor A, o que é uma contradicao, pois
sobre T, existem cordas de comprimento k.

30. Seja S o conjunto dado. Suponhamos que seus pontos ndo sao colineares.

Sejam A e B dois deles. Dado P € S, temos |PA—PB|SAB com
AB=ne N, logo P pertence aumadas n+ 1 hipérboles de focos A e

B dadas por PA—PB|=k com ke N, O0<k<n.

Observamos que, para k =0 e para k =n (casos nos quais o ponto P
pertence a mediatriz de AB ou areta AB), temos hipérboles degeneradas.

Considere C € S tal que A, B, C ndo sejam colineares. Todo ponto
P € § pertence a um outro feixe de m + 1 hipérboles de focos A e C,
onde AC=me N.

S estd contido na intersec¢@o dos dois feixes (finitos) de hipérboles. A
interseccao de duas hipérboles é sempre finita, se elas forem distintas. Como
os dois feixes ndo tem nenhuma hipérbole em comum (convenca-se disso),
seguiria que S ¢ finito. Contradicio!
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19.

. Comecando no canto superior

esquerdo e girando no sentido anti-

horario: 6,3,2,4,8,7,1, 5.

6 21715
81013
61419

9. Daniel

10. As vacas marrons.

11. 700

12. 5kg

13. Porque 15873 x7=111111.
14. Em 3 minutos.

15. 5-2)x(1+4+6)=5

16. 243

17. 3131313

18. 40 km

20.

21.

22,
23.

24,
25.
26.
27.
28.

Respostas dos ...probleminhas

Como 2005 =4 +400x5+1,0
primeiro a jogar, Artur, pode colocar
4 pecas e, em seguida, coloque o
Bernardo o que colocar, Artur, pode
jogar de modo que, na sua jogada e
na anterior, o total de pecas
colocadas seja 5. Com essa estra-
tégia, Artur vence e foi ele quem
disse a frase.

Separe um grupo de 10 fichas
quaisquer e vire-as. Este grupo e o
grupo das fichas restantes ficam
com o mesmo ndmero de fichas
vermelhas.

O menino A fica na margem oposta a
margem na qual estdo os soldados
e 0 menino B leva o barco até os
soldados. O primeiro soldado
atravessa o rio € 0 menino A traz o
barco de volta. Os dois meninos
atravessam o rio, o menino A ficae
0 menino B leva novamente o barco
até os soldados. O segundo
soldado atravessa o rio e...

40u6

No sentido hordrio, a partir do 85: 5,
45,135,15,8¢e17.

70

80 passos
2,5,3,7,4,1,6e8
4 filhos e 3 filhas
150 km

30. Cair um didmetro.

*
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